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1. WEKTOR NAPREZENIA

P;, P, - wektory sit wewnetrznych w punktach
powierzchni AF wokét punktu A
P i= Pi (Fi , V)

AP - suma sit wewnetrznych na powierzchni AF

i=1 AF
. o . . AP
* $rednia gestos¢ sit wewnetrznych na powierzchni AF AF
. : - . AP _ _ :
* naprezenie w punkcie A : p= lim —=— =p tVv) funkcja wektorowa

AF—>0 AF

2. STAN NAPREZENIA W PUNKCIE
* zbiér wektorow naprezenia w ustalonym punkcie przy dowolnej ptaszczyznie przekroju

r = const = 5=5(V)

* wybieramy 3 szczegolne ptaszczyzny przekroju - prostopadte do osi uktadu wspétrzednych

X3 pi=pi(vi) wektor naprezenia przynalezny
X
B > 2 ptaszczyznie prostopadtej do osi X
V1K ><\_ Vi wersory normalne ptaszczyzn
4 P1 .
X1 prostopadtych do osi x;
pi=pi(cimoiz,oi3) =123
Gij = oij( X1X2 X3,) ij=12,3 funkcja skalarna 3 skalaréw

* macierz naprezenia

Gl C12 O13
Ts =|021 G622 G223 o11, O22, O33 - haprezenia normalne, pozostate to napr. styczne

G31 032 633

3. KONWENCJA ZNAKOWANIA NAPREZEN

* naprez. normalne jest dodatnie,
jezeli jest zgodnie skierowane z normalng
zewnetrzng ptaszczyzny

G 9% F

X3 * napr. styczne jest dodatnie, jezeli:

1) normalna zewnetrzna pfaszczyzny jest
zgodnie skierowana z osig ukfadu, do
ktorej jest ona rownolegta

X1 2) naprezenie styczne jest zgodnie

skierowane z osig ukfadu, do ktérej jest
ono rownolegte lub gdy oba warunki sg
jednoczesnie niespetnione.

4. PLASKI STAN NAPREZENIA
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* stan naprezenia, dla ktérego wszystkie sktadowe lezg w jednej ptaszczyznie, np. (x4, X2).

0221 4, * tensor naprezenia

C12 on o 0 o1 o1
o1 XL L’ To=|c12 622 0 =L12 022}
<—l‘ 0 0O
X1 C11
C12

G21
G22

4.1 Wektor naprezenia w dowolnej ptaszczyznie

Wyznaczyé¢ wspoétrzedne wektora naprezenia p w pkt. A ptaszczyzny o wersorze normalnym v
Znajac macierz naprezenia w tym punkcie.

Wycinamy z ciata element tréjkatny (o grubosci=1), o polu Scianki ukosnej AF oraz polach
Scianek prostopadlych do osi x; i x, odpowiednio AF4, AF».

P (Py1 . Py2) 1 (41, 012) P, (021, 022)

v (av’l ) OLVZ)

_ AF; _ AF,
=cos(v,Xq)=—— v2 =COS(V, Xy )= —%
Oy (V 1) AF Qy2 (V 2) AF
o, =Sina O, = COSa
* sity dziatajgce na $ciankach AF; AP; = pi AF;
* sita dziatajgca na $ciance AF AP =p AF
* warunek réwnowagi sit (zamkniety przestrzenny wielobok sit)
AP = AP, + AP, = PAF = p1AF; + poAF;
_ _ ARy AR _
P= P4 AF + P2 AFE =Pq0y1 + P20y

Pyv1 =00y + Oy
Py2 =00y + G20,

* symetria macierzy naprezen o; = oj (wynika ona ze sprawdzenia, ze moment ukifadu sit
powierzchniowych i masowych dziatajgcych na ciato jest rowna zero)

Pvi = 0nlyg + 0120,
Pyv2 = 02101 + O,

* wspotrzedne wektora naprezenia na $ciance o normalnej v (konwencja sumacyjna)

Py = Oj0yj = Pui ={G11 612}{%1}
Pv2 O12 O22 | [Gy2
Macierz naprezenia pozwala wyznaczy¢ wektor naprezenia odpowiadajgcy dowolnej

ptaszczyznie — niesie zatem petng informacje o stanie naprezenia w punkcie.
4.2. Transformacja skladowych macierzy naprezenia
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Jakg posta¢ majg sktadowe macierzy naprezenia T, okreslonej w ukt. wspétrzednych (x4, X2) w
nowym uktadzie (x1’, X2") obroconym o kat a wzgledem ukt. pierwotnego

G b
27 5y G21 o'y
0’22\/
Xo G12
G11 1

X1 C11

C12
(e} L/\ ° ’ '
S T _|°n ow ! ) /\G 22 1| o on
21 c ~ C'12 G’ c
G22

! ’
G O G2 O22

Wycinamy z ciata element trojkatny, ktérego 2 $ciany sg rownolegte do osi ukladu pierwotnego,
a scianka uko$na jest prostopadta do pierwszej osi uktadu nowego. poszukujemy zatem
zwigzku naprezen ¢’11 i 6’122 naprezeniami 641, 612 i 622. Sprawdzamy rownowage sit:

Y P=0

GIH AF = (o%) AFz sina + G11 AF1 cos a + G2 AF1 sina + G2 AFz COoSs

G4 = G SIN? 0L + 44 COSZ O + G4, COS 0L SIN & + G4 SIN 0.COS @

GI]’] = O C032 o+ Goo Sin2 o+ G2 sin 2a.

Y P =0

0112 AF =022 AF2 cos o — G119 AF-I sina + G2 AF1 cosa — G2 AF2 sina

Gip = G9y SINALCOS 0L — G4 COS AL SIN AL + Gqp cos? o — Coq sin? a

o1y = —[(o44 — 09 )cOs asin o — 645 cOS 20

Dokonujac analogicznego przekroju, ale ptaszczyzng uko$ng, prostopadtg do drugiej osi uktadu
nowego otrzymamy naprezenia ¢’ i 6’21 Ostatecznie wzory transformacyjne dla macierzy
naprezen przy obrocie uktadu wspdétrzednych o kat o maja postac:

4 2 . 2 .
: ’ G114 = 641 COS“ O + Gy SIN“ A + 64, SiN 2
X2 Xo X1 11 11 22 12
G,22 = 011 Sin2 o + Goo 0032 o — G2 sin2a.

X o1y =+ [(09p — 641)c0OS asin & + 645 COS 20 ]

4.3. Naprezenia gtéwne

Poszukujemz takiej ptaszczyzny przechodzacej przez dany punkt, aby odpowiadajacy jej wektor
naprezenia p, miat taki sam kierunek jak wersor normalny ptaszczyzny v.

Py =(Pv1iPy2)
V:(Oﬂw ;av2)

o - miara wektora p,

Zauwazmy, ze utozsamiajac kierunek wersora normalnego ptaszczyzny z kierunkiem np. "1" osi
nowego ukfadu, wektor naprezenia tworzacy pierwszy wiersz 'nowego" tensora naprezenia
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miatby niezerowg tylko pierwszg sktadowg - sktadowg normalng. Bytaby ona najwieksza
sposréd wszystkich mozliwych. Takie naprezenie normalne nosi nazwe naprezenia gtéwnego,
a odpowiadajgca mu ptaszczyzna to ptaszczyzna giowna.

* warunek kolinearnosci pv=0oV = Pvi =0 O yj
X wektor naprezenia pv=Ts Vv = Pvi=0Cij O yj
X zagadnienie wiasne To v=0V =0ijjayj =00y
(Gij -3 c) oyj=0 + avjayj=1 (war. jednostkowej diug. wersora)

Warunek konieczny istnienia rozwigzania ze wzg. na elementy macierzy przejscia

611 —-06 O
det|0ij—5ijo'|=0 =0
G2 ©O22-0
62—|10 +l,0=0 (réwn. charakterystyczne)
ly=0c4+0 I _|on o
1= 011 22 , 2=
G112 O22

* kazdej z wartosci gtéwnych odpowiada ptaszczyzna gtéwna, okreslona wersorem
normalnym

S = V1(0°11,0C12)

G2 = Vz(azwazz)

* wersory okreslajgce ptaszczyzny gtéwne sg ortonormalne, tzn.

- o 1 dai=]
0o dlai=j

G11+022
2

G 12

2
G1,2= i%\/(Gﬂ—Gzz) +4G122 tgo 1,2 =—

G22—-0G1,2

* pseudoptaski stan naprezenia - jak wyzej, ale o33 # 0. Rezultaty jak dla PSN, a trzecie
naprezenie gtowne c, = c,,

4.4. Ekstremalne naprezenia styczne

Problem : W punkcie A znany jest tensor naprezenia w osiach gtéwnych. Jaka ptaszczyzng
nalezy przekroi¢ ciato w pkt. A, aby miara rzutu wektora naprezenia odpowiadajgcego tej
ptaszczyznie na nig samg byta maksymalna?

P, =(pPy1;Py2)  wektor naprezenia

V=(0ty;ay) wersor normalny
o, - miara rzutu wektora naprezenia p, na normalng v

T, - miara rzutu wektora naprezenia p, na ptaszczyzne

szpvovzpv1av1+pv2av2
Pyvi=0jj&y; = Py1=010y1 Py2 =020,

: , 2 2
* Procedura rozwigzania G,=0Q, +G 0, (1)
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— |2 2 2 2 — 12 2
|pv| =0, +1T, = Tv:|pv| —Oy
2 2 2 2 2 2 2 \2 5
1,=0c70 4 +to50a,— (ool +oa, (2)
+ warunek a%1 +0‘2vz =1 (3)

Zadanie sprowadza sie do znalezienia ekstremum funkcji (2) z warunkiem pobocznym (3)

1) z war. (3) wyeliminowac o 32 i wstawi¢ do funkc;ji (2)

2
r% =(c512—c5§ )a%1+cg—[(c1—02)a31+02]

ot?

v

=0 + elementarne obliczenia

2) warunek konieczny istnienia ekstremum

8av1

v ($0707;+0707)

v, (£0707;£0707) = 122

Rozwiazanie : Naprezenia styczne osiggajg swoje ekstrema na ptaszczyznach nachylonych
pod katami 45° do ptaszczyzn gtownych.

5. ROWNANIA ROWNOWAGI (ROWNANIA NAVIERA)

Sformutowanie zagadnienia: Dowolne ciato obcigzone ukt. sit zewnetrznych (Z) = 0 pozostaje
w réwnowadze. Z wnetrza ciata wycinamy element o objetosci V, i powierzchni S,. Okresli¢
warunki rownowagi wycietego elementu.

\N v X = (X4, Xz, X3) - wektor sit masowych w dowolnym
pv punkcie wewnatrz objetosci V,

X3 Py = (pv1 y Pv2 ;pvg) - wektor naprezenia w dowol-

_ nym punkcie na powierzchni
X So 0 normalnej

V= (av’l ; Oyv2 ;(XVS)

X2

X1

* tw. o réwnowaznosci uktadu sit zewnetrznych i wewnetrznych

ukl. sit dzialajacych na wyciety element jest ukladem zerowym
S=[[BvdSo+][[ Xdvo =0
So Vo
M:” FxpydSo +m FxXdVo =0
So Vo

* warunek réwnowagi sit

S, =”pvid80 +Hjxidvo -0
So Vo

Si :J.I GijavdeO +J:” XidVo =0
So Vo
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X;

tw. Greena-Gaussa-Ostrogradskiego 86,
J.J.GI](X‘VJdSO = ‘[J.G COS(V XJbSO = J.J“[ JdVO
So So

Si= mc.“dvo+” deo_m Gij,j+Xi)dVo =0

Réwnania rownowagi - rownania Naviera

Gij,j+xi=0

C111+0122+6133+X1=0
G211+6222+6G233+X2=0
G311+6322+6333+X3=0

* warunek rGwnowagi momentéw prowadzi do symetrii macierzy naprezenia

* WNIOSKI

1) Macierz naprezenia zawiera 6 nieznanych sktadowych, ktérych nie mozna wyznaczy¢

korzystajac tylko z rownan Naviera, ktérych jest jedynie 3.

2) Roéwnania Naviera sg réwnaniami rézniczkowymi, przy ich catkowaniu pojawig sie zatem
state catkowania. Wyznacza sie je na podstawie analizy elementu ciata zawierajacego
czesc jego powierzchni zewnetrznej. Dzieki temu mozliwe jest powigzanie naprezen w
punktach na powierzchni z obcigzeniem zewnetrznym. Relacje wiazace naprezenia z
obciazeniem zewnetrznym ciata nosza nazwe statycznych warunkéw brzegowych.

6. STATYCZNE WARUNKI BRZEGOWE

W celu powiazania naprezen z obcigzeniem zewnetrznym wycinamy

Gij=0ji

z ciala element
objetosciowy w ksztaicie czworoscianu, ktérego 3 Scianki sg rownolegte do ptaszczyzn uktadu

wspotrzednych, a scianka ukosna aproksymuje czes¢ powierzchni zewnetrznej ciata.

X3

il

X2
X1

* q, - usredniona gesto$¢ obcigzenia zewnetrznego na $ciance A F o zewnetrznym wersorze

normalnym v

av :(qv1aqv2’qv3)

VZ(OLVMOLVZ’OLVS)
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* p; - usrednione wektory naprezenia na $ciankach A Fj
pi=(oi1,0i2,0i3)

* warunek réwnowagi sit dziatajacych na czworoécian S = 0

Zauwazmy, ze poszukiwanie zwigzku wektora q, z wektorami naprezenia p; jest formalnie

identyczne z zadaniem wyznaczania wektora naprezenia na sciance A F jako funkcji wektoréw
naprezenia na sciankach A Fj (czyli skladowymi tensora narezenia). Mamy zatem:

qvi = 0ij Q]
dqwv=0110y1+012 CLy2 +G13 O3
w2 =0210y1+0220y2+0C23 0y3
qv3 =031 0y1+032 0y2+0633 Ay3

* WARUNKI KONIECZNE tego, aby dowolna macierz symetryczna Il rzedu byt macierzg
naprezenia :

1) sktadowe macierzy musza spetnia¢ rownania Naviera,

2) sktadowe macierzy muszg spetniac statyczne warunki brzegowe.



