ZGINANIE PRETOW PROSTYCH

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA TZW."CZYSTEGO ZGINANIA"

ZADANIE: wyznaczy¢ tensor naprez. T, tensor odkszt. T¢ i wektor przemieszczenia u .
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X pret pryzmatyczny, utwierdzony "punktowo” w pkt. A (0,0,0)
X x - 0$ podtuzna preta, y, z - osie gtéwne, centralne przekroju poprzecznego

X obcigzenie zewnetrzne:

X sity masowe

2. ROZWIAZANIE

denko q(-kz,0,0) k = const
pobocznica G(0,0,0)

P(0,0,0)

2.1. Podejscie statyczne do zagadnienia brzegowego

4 N\
"wymysli¢" T wyznaczy¢ odksztatcenia wyznaczy¢ przemieszczenia
e .= e (S, —
sprawdzi¢ stat. war. brzeg. 1) 'J( IJ) eij ) (u ij Ui )
sprawdzi¢ réwn. Naviera sprawdzi¢ réwn. nierozdz. odkszt. + kinematyczne war. brzegowe
1 2 3
. J
2.2. Komplet rownan TS
cijj =0 (1)
R T
gij =5 (Uij+uji) (2)
2
1 y y
+  statyczne warunki brzegowe Avi = Cij Avj
- k Z= GX X 1
denko x=L,  Vv(1,0,0) 0=7tyx x1 (4a)

0=1 x1
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0:‘ny (X.Vy +TXZ Avyz
pObOCZﬂICG V(O,avy ¢0,OL\,Z 7&0) 0:Gy (X.Vy +Tyz vz (4b)
OZsz vy + Gz Oyz

+ kinematyczne war. brzegowe w pkt. utwierdzenia A (0, 0,0)

u=v=w=0 (5)
@:o ow =0 Ezo
oy ay oX
X -macierz naprezenia
_ — -kz00
E(W||)=E(Z|) . T.-1 0 00 ©)
M(Wi)=M(Zz) 0 00

przyktad - poszukiwanie | wiersza tensora naprezenia

M(Wy)=M(Z)) = jAjandAszjf'xadA
F(0,y,2) F(L-xy,2)

P(ox:Txy Tz ) a(-kz,0,0)
”cdizﬂ—ksz ” YTxz = ZTxy dA:ﬂ y0-2z0)dA
ﬁrxydA;}IOdA ”chdi ” kdeA
ﬁrxsz:ﬁOdA ” yoy dA = szydA

Macierz naprezenia (6) spetnia rownania rownowagi (1) i statyczne war. brzegowe (4)

X - macierz odksztatcen (r.Hooke'a)

_kz 0 o
E
T.=| 0 vKz o0 (7)
E
0 o0 vkz
E

Macierz (7) spetnia réwnania nierozdzielnosci odksztatcen, gdyz

€ijk = const = €ijkl =0

X funkcje przemieszczen (row. Cauchy'ego)

ou k ou ov

oXx E oy 0x

ov_,k, oV _ oW _, 8)
oy E 0z 0y

ow_ k, u ow_,

0z E 0z 0Xx
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"CORN" = "CORJ" + "CSRN" = ui=u’+u;’
- catka ogdlna
u°(y,z)=a+by+cz

v°(x,z)=d—b x+fz

wo(x,y)=g-cx-fy

- catka szczegolna réwnania niejednorodnego

k
us =—-=zx vS =v2yz
E VgY

wS ZVLZZ —

L SV B SV
2E 2E

Y=

- funkcje przemieszczen

u(x,y,z):—%xz+a+by+cz
v(x,y,z)=v%yz+d—bx+fz (9)

w(x,y,z):ZK—E(vzz—vszrx2 )+g—cx—fy

State catkowania a, b, c, d, f, g nalezy wyznaczy¢ z kinemat. war. brzegowych (5).

a=b=c=d=f=g=0

u=—Exz
v=v5yz
E (10)
w :%(x2 —vy? +v22)

WNIOSEK : Macierz naprezenia (6) macierz odksztatcenia (7) i wektor przemieszczenia (10)
spetniajg Scisle komplet rownan teorii sprezystosci wraz ze statycznymi i kinematycznymi war.
brzegowymi. Sg wiec $cistym rozwigzaniem zagadnienia czystego rozciggania dla preta
stanowigcego przedmiot analizy.

3. ANALIZA ROZWIAZANIA

1.  Stan naprezenia opisany przez macierz (6) to jednoosiowy (tylko jeden element macierzy
naprezenia jest niezerowy) stan naprezenia. Naprezenie normalne zalezy jedynie od

zmiennej "z".

2. Diagonalna posta¢ macierzy naprezenia Swiadczy o tym, Zze jedyne niezerowe naprezenie ¢
x jest maksymalnym naprezeniem normalnym sposréd wszystkich mozliwych
odpowiadajagcych dowolnym ptaszczyznom przekroju preta.

3. Stan odksztaicenia opisany przez macierz (7) to tréjosiowy (niezerowe skladowe w 3
wzajemnie prostopadtych kierunkach) stan odksztatcenia.

4. Diagonalna posta¢ macierzy odksztatlcenia swiadczy, ze czystemu zginaniu towarzyszg
jedynie odksztatcenia liniowe.
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Analiza deformacji preta.
5.1. Przemieszczenia punktéw nalezacych do osi preta, tzn. P (x, 0, 0)
u=0 v=0

w =K x2

2E

__k 2
; W=2E*
Krzywizna ugietej osi preta
1 w(x)
K(x) = =
> p(x) [1+W'2(X)] 2
T _lwr(x) =k
o0 w(x) = ¢
_E£ 0 0 —% 0 O
P
Ts=| 0 00 T.=| 0 v2 0
p
0 00O 0 0 oZ
p

Twierdzenie o przekroju ptaskim i prostopadtym do osi preta : przekrdj poprzeczny preta
(przekréj ptaski i prostopadly do osi preta przed odksztatceniem) pozostaje w wyniku
deformaciji nadal ptaski i prostopadty do ugietej osi preta.

Dowéd:

1. "Ptaskosc" przekroju

dla dowolnego przekroju x=xg u= _EXO z

przemieszczenia "u" wszystkich punktéw ustalonego przekroju zaleza liniowo od
zmiennej "z"; punkty te musza zatem leze¢ w jednej ptaszczyznie

2. "Prostopadto$c” przekroju

y=90-a+p

tgazw'zéxo = a;%xo = y =900
ou k k k

tgp=—=-—= =|-=Xg|=—=X

gp 57~ EXO = p £ Xo| =g %o
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5

* Przemieszczenia punktow przekroju poprzecznego (na przyktadzie przekroju

prostokatnego o wymiarach poczatkowych b x h)

2

CB, AD: yzig vetvkb, : w—L(xg—vb—szJ
2 E2 2E 4
2

CD, AB: z=4_rn; v:ivhny : W=L(x§+vh——vy2)
2 E?2 2E 4

‘ Przemieszczenia punktéw krawedzi y = * b/2 ‘

Z D'O Z OC' D| K Z f) C'
WD'<\D C pC' Dy \C Dy C/
E ;: E F E' F
hi E=ER ) F=F Y F Y E \ Fo Y
\ , , A. B. o Al Bl O/
A B
— A ¢ b B A¢® B A¢® B
przemieszczenie " v " przemieszczenie "w " catkowite przemieszczenie
Przemieszczenia punktéw krawedzi z = * h/2
z
z \ Az ' . — /—@.\ — ,
D C D O/ Gv NC D O/ G \O C
- D' —~C'" D C D C
G=G' G G
h y ‘ Yy ‘ y
H' H
A H=H B N fH\ ~F AO/TH%B
—_— A 0—;6—0—0 B A B A \ 4 B
przemieszczenie " v " przemieszczenie "w " catkowite przemieszczenie
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4. REDUKCJA OBCIAZENIA ZEWNETRZNEGO DO SRODKA CIEZKOSCI PRZEKROJU

4.1. Redukcja obciazenia zewn. do srodka ciezkosci przekroju poprzecznego
Sy =”qvx dA=”—ksz=—kSy =0

A A
Sy=|[awdA=[[odA=0

A A
szzﬁqudAzﬂwA:o
A A

My :”(yO—ZO)dA:O

My =fj[(—kz)z—o]dA=—k”z2 dA = kI,

M, =ﬁ(0—kzy)dA=—k”yAsz:—klyz -0
A A

WNIOSEK: obcigzenie przy czystym zginaniu redukuje sie w srodku ciezkosci przekroju

poprzecznego do pary o wektorze M (0,-k Iy, 0)
__ def
M =M, = My=kl, = k=My/ly

| Ve

m )

=

/ /

Skladowe tensoréw naprezenia i odksztalcenia oraz wektora przemieszczenia

X

4.2,

Gy:GZ:TXy:TXZ:TyZZO

M
GX:__yZ
Iy
O x My O x MY
Ex=—7F=—-——-Z Ey =€z =—-V—F—=v_—7Z Eyw =Eyxr =Evr, =0
E  El y E El W e e

M
yxz+a+by+cz

ly

M
v=v—Yyz+d-bx+fz
y

M
W= 2Elyy (Xz—vy2+v22 )+g—cx—fy
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5. INNE PRZYPADKI OBCIAZENIA (PROSTE ZGINANIE)

5.1. Proste zginanie

DEFINICJA: Kazdy przypadek takiego obcigzenia preta, ktoére redukuje sie w srodku
ciezkosci przekroju poprzecznego do momentu lezgcego w ptaszczyznie (x, z) okredla sie
jako proste zginanie lub krétko zginanie.

5.2. Skladowe tensorow naprezenia i odksztatcenia dla zginania

Przyjmujac zasade de Saint-Venanta przyjmujemy réwnoczes$nie, ze rozwigzanie uzyskane
dla czystego zginania jest takze z wystarczajgcq doktadnoscig rozwigzaniem dla prostego
zginania.

6. INNE WIEZY KINEMATYCZNE DLA PRETA PODDANEGO CZYSTEMU ZGINANIU

1.

Jezeli wiezy narzucajg 6 warunkéw, to tensory naprezenia (6) i odksztatcenia (7) nadal sg
Scistym rozwigzaniem zagadnienia brzegowego. Funkcje przemieszczeh sg opisane réwnaniami
(9), z ktérych nalezy wyznaczyc¢ 6 statych z 6 warunkéw kinematycznych

Jezeli wiezy sqg takie, Ze narzucajg mniej niz 6 warunkdw, to pret jest ukladem geometrycznie
Zmiennym.

Jezeli wiezy sg takie, ze narzucajg wiecej niz 6 warunkow to macierz naprezenia musi by¢
przyjeta odmiennie od tej w postaci (6).

7. ROZKtAD NAPREZENIA NORMALNEGO o,

‘A 2 o | (B |V ox |
- /y - .
R ? % S
7 :‘357>X \;’ \‘. X
My /é f M, Riz
- )\ ¥z y
X Przypadek A - zginanie w ptaszczyznie (x, z)
GX:&Z

widkna o dodatniej wspotrzednej "z" (tzw. "gorne widkna") sg rozciggane. Zgodnie z przyjetg
konwencjg znakowania naprezeh - naprezeniu normalnemu rozciggajacemu przypisuje sie
znak "plus". Stad, naprezenia w gornych witdknach sa dodatnie, a w réwnaniu okreslajagcym
ox Wystepuje znak "+" [ dla "z+" musi by¢ "ox+" ]

X przypadek B - zginanie w ptaszczyznie (x, y)

M.

P

Ox = —

y

witdkna o dodatniej wspodtrzednej "y" sgq sciskane. Zgodnie z przyjetg konwencjg znakowania
naprezen - naprezeniu normalnemu $ciskajgcemu przypisuje sie znak "minus". Stad -
naprezenia w gornych widknach sg ujemne, a w réwnaniu okreslajagcym o, wystepuje znak
"-" [ dla "z+" musi by¢ "oy-" ]
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7.1. Rozklad naprezenia w przekroju preta

7.2. Naprezenie maksymalne

max
X

M max

W min

X  warunek wytrzymatos$ciowy

M max
- W min

max




