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ZADANIE : dla ciata obcigzonego na powierzchni Sq i posiadajgcego wiezy na powierzchni Sy
wyznaczy¢ tensor naprezenia Tg, tensor odksztatcenia T i wektor przemieszczenia U.

1. NARZEDZIA : komplet rownan liniowej (fizykalnie i geometrycznie) teorii sprezystosci

*  réwnania rownowagi - rownania Naviera
cijj+Xi=0 3 rownania, 6 niewiadomych o
+ statyczne warunki brzegowe na Sq
qQvi = 0ij U vj
* liniowe rownania geometryczne - rownania Cauchy ‘ego

ei=L(uii+ui; 6 réwnan, 3 niewiadome u;
i=5(uij+u;

+ kinematyczne warunki brzegowe na Sy

* liniowe rownania fizyczne - rownania Hooke 'a

€ij :%[(Hv) Gij — VOkk Oij ] 6 réwnan, 6 niewiadomych g;

Zadanie do rozwiagzania: uktad 15 réwnanh rézniczkowo - algebraicznych o 15 niewiadomych,
réwnan ktére muszg spetnia¢ narzucone statyczne i kinematyczne warunki brzegowe.

Dowéd istnienia rozwigzania: dowod istnienia i jednoznaczno$ci istnienia zadania

brzegowego liniowej teorii sprezystosci podat Kirchhoff (1859) (szczegéty - patrz FUNG Y. C,,
Podstawy Mechaniki Ciata Statego, rozdz. 7.4.)

2. METODY REDUKCJI LICZBY ROWNAN LTS

* Metoda sit

réwnan Cauchy’ego

v - z

rownania nierozdzielnosci ::
odksztatcen <:|

UK :
rownania Beltramiego (1892) - Michella (1900)

(réwnania nierozdzielnosci odkszt. w naprezeniach)

[eliminacja przemieszczen z]

rownania Hooke ' a

rownania Naviera
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€ijkl T€kIij—€ik,jl—€jlik =0
+ Vv \%
&ij =~ Oij ~ g Okk dij
Gij,kl+le,ij_0ik,jl_0jl,ikZﬁ(s,klaij+G,ij6k|_0,jI8ik_G,ik8jl)
gdzie O = Okk
Gij,j+Xi=0 = O'ij,jkz—xi,k
zrownujemy wskazniki k=1
Vg + 6im—Y V268ii=—(Xii+X::
S TRV R T ! ( " J’l)
2 2 2
gdzie V2:62+82+a2
OXy O0X5 0Xj5
zrownujemy wskazniki i=j] = VZG:_:]H-VXi,i
-V
\%
V20i1+—1+VGkk,ij=——1_V5ijXi,i—(xi,j+xj,i)

+

* Metoda przemieszczen

statyczne i kinematyczne warunki brzegowe

rownania Hooke ' a

1
[ réwnania réwnowagi ] =

rownania geometryczne

@3 <,

réwnania Naviera (1820 ?)

(rownania réwnowagi w przemieszczeniach)

Gij,j+xi =0
Gij =2G8ij+7u8kk 6ij

2Gegjjj+Aekkjoij+Xi=0

€ij =%(Ui,j+Uj,i)

Gui,jj+(G+k)uj,ji+Xi:O

— _ 0 0 0
dywergencja pola wektorowego u divu = u + U2 s _ uj,j
0X1 O0X2 OX3 ’
. op 0o 09
radient pola skalarnego rad ¢ = , : =Q
g p go o grad ¢ {5X1 X2 5X3} Qi
2 2 2
laplasjan pola skalarnego o V2= o7 + o7¢ + o°¢ = Qi

2
6x1

2
ax2

2
ax3

GV2Ui+(G+xr)graddivu+X;=0

+

statyczne i kinematyczne warunki brzegowe
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3. METODY ROZWIAZANIA ZADANIA BRZEGOWEGO

* metoda bezposrednia rozwigzania réwnan Beltramiego-Michella lub Naviera : metoda
0golna, ale b. trudna,

* metoda "pétodwrotna” : mozliwa do wykorzystania jedynie w szczegdlnych przypadkach,
niekiedy "zadowala sie" przyblizeniami, ale stosunkowo prosta

METODA POt ODWROTNA
Podejscie statyczne Podejscie kinematyczne
(analogia do met. przemieszczen) (analogia do met. sit)
( - N ([ ™
"wymyslic" T " s U U. U
sprawdzic¢ stat. war. brzeg. Wymy§llc 17273
sprawdzi¢ réwn. Naviera sprawdzi¢ kinematyczne war. brzeg.
wyznaczy¢ odksztatcenia wyznaczy¢ odksztatcenia
sprawdzi¢ réwn. nierozdz. odkszt.
- - - wyznaczy¢ naprezenia
wyznaczyC przemieszczenia s - o (&.)
e _ 1 ( ) ij - ij ij
ij= o Uij Uy + statyczne war. brzegowe
+ kinematyczne war. brzegowe + réwnania Naviera
\ J  \C J

Jezeli przemieszczenia wynikajace z
rozwigzania réwnan geometrycznych nie
spetniajg kinematycznych warunkéw
brzegowych, to przyjeta macierz naprezen
nie opisuje rzeczywistego pola naprezen.

Nalezy znalez¢ inng macierz i ponownie
przeby¢ catg procedure.

4. ZASADA SUPERPOZYCJI

ZADANIE : ciato o ustalonych wiezach kinematycznych obcigzono uktadem obcigzenia
(5(1),Y(1)) i otrzymano rozwigzanie zadania brzegowego T, TV, u (. Nastepnie to samo
ciato obcigzono uktadem obciazenia (a 2 X @ ) i uzyskano rozwigzanie T2, T® u®@ . Jakie
jest rozwigzanie zadania brzegowego przy tgcznym obcigzeniu ciata obydwoma ukfadami
obcigzen ?
ROZWIAZANIE : rozwigzanie dla tacznego uktadu obcigzenia

q=qM+q®@ X=XM4xm
jest suma rozwigzan dla uktadu (1) i (2), tzn.:

To=T+17HP T, =TV +1? u=uM+u@

DOWOD : wszystkie réwnania teorii sprezystosci, lacznie z warunkami brzegowymi sg
réwnaniami liniowymi, a dla zaleznosci liniowych zawsze obowigzuje zasada superpozyciji.
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PRZYKLAD : rownania Naviera

Zalozenie: o) +X{V =0 c@+x® =0
Teza : (G-(:])-l-G-(-Z)) +(X.(1)+X.(2))=O
: ij ij . i i
‘J
Dowdd: 6 +6@ ixMyix@ -0 = (G_(?)M_(,a) +(x.(1)+x.(2>):o
ij,] ij,] i i ij ij : i i
')

5. ZASADA de SAINT-VENANTA (1855)

* Zasada intuicyjno - empiryczna, bez istnienia ogdlnego dowodu teoretycznego jej
stusznosci,

*  Dla bryty obcigzonej na niewielkiej powierzchni w poréwnaniu z catkowitg powierzchnig
ciata znane jest rozwigzanie zagadnienia brzegowego. Zmieniamy obcigzenie na tej
powierzchni, ale tak, aby oba obcigzenia byty statycznie rownowazne (S™M=8® M"=Mm®@).
Zasada de Saint-Venanta mowi, ze rozwigzanie dla nowego obcigzenia rézni sie od
wyjsciowego dowolnie mato, poza niewielkim obszarem w poblizu obcigzonej powierzchni.



