TEORIA STANU ODKSZTALCENIA

1. WEKTOR PRZEMIESZCZENIA

stan po deformac;ji

Xy
* potozenie pkt. P przed deformacja P(r)=P(x1,x2,X3)
* potozenie pkt. P po deformadii P'(r')=P'(x,x2,x’3 )
* przemieszczenie punktu P PP =U=r'-T
uj = Xj— X i=1,23
Ui=ui(x1,x2,x3)
* wektorowe pole przemieszczen u=u(r)

2. ZMIANA ODLEGLOSCI MIEDZY PUNKTAMI

X4 stan przed deformacjg stan po deformaciji
* potozenie pkt. P po deformacji P'(r+u)
* potozenie pkt. Q po deformacji Q'(r+dr+u+du)

* kwadrat odlegtos$ci miedzy punktami P i Q przed deformacjg
ds?2 =|dF|2 =dx¥ +dx5 +dx3 = dx; dx;
* kwadrat odlegto$ci miedzy punktami PiQ po deformacji
T+U+P'Q =r+dr+u+du >  PQ=dr+du
ds’? :|dF+dU|2 = (dx +du1)2 +(dx2 +duz)2 +(dx3 eru::,)2 = (dxi+duj)(dx; +duj)

* obliczenie réznicy kwadratéw odlegtosci punktéw po i przed odksztatceniem

- rézniczka zupetna
Ouj
duj = ——dx; =u;; dx; i,j=1,2,3
0Xj
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ds’? =(dxi+ui,j de)(dXi U de)
ds'?2 —ds? =2u;;dx;dx;+ujjuixdx;dxg
ujjdxidxj=uj;dx;dx;
ds’'2—ds? =u;jdx;dx;+uj; dxidxj+u, ukjdx;dx;
ds’'? —ds? :(u ij UG UK uk,j)dxidxj

ds’'? - ds? =2e[ dx;dx;

1
*
€= 2 (Ui,j +Uj +Uk,iuk,j)

macierz stanu odksztatcenia ( |l rzedu, symetryczna )
* Macierz stanu odksztatcenia jest TENSOREM

Dowdd: w "nowym " uktadzie (x’1 ,X'2,X3 ) obréconym wzg. ukfadu wyjsciowego

12 2 * '
ds'© -ds“ =2e),,dxkdxm

m
dXiZOLkidX'k dXJ'ZOLmjdX'm
2e’k*mdx'k dX'm = 2e;kjdxidxj = Ze;‘jakiamj dX'k dX'm
€\m = 0ki Omj €] pr. transformacji tensora

3. ODKSZTALCENIA LINIOWE | KATOWE

* wybieramy 2 widkna : PQ réwnolegte do osi x1 i PR réownolegte do x,. Wyznaczy¢ dtugosci
tych wtdkien oraz kat miedzy nimi po odksztatceniu .

N
7 X2

X1

* dtugosci widkien PQ, PR i QR przed odksztatceniem

PQ=dX1
ds={PR=dx>

[{,2 2
QR =,/dx{ +dx}

* dtugos¢ widkna po odksztatceniu ds’ = \/ds 24 2ei*j dx;dx;

* dtugosci widkien P'Q', P'R', Q'R' po odksztatceniu

P'Q’ =dx11/1+2e’;1
ds’={P'R =dx;1+2e},

QR = [(1+267,)dxZ +(1+2e3,)dx? + 4o}, dxidxs
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* zmiana kata miedzy wiéknami PQiPR (tw. Carnota , "tw. cosinusow")

£
2e12

J(1+2e:J(1+2e;2)

cosBp =sin(m/2 P12 )

cosf12 =

2e,
(%—ij=amﬁn =712
J12e5)(1+2e3,)
* odksztatcenia liniowe (wzgledna zmiana dtugosci widkna PQ)
g = lim M
n= dx;j—0 PQ
P Qi gii = lim PQi-PQ; nie m mowani "i"
— o = m PQ, € ma sumowania po
X Qi—»P

€ i =QIEr_r>1P(,/1+2ei”‘i —1) = f1+2e; -1

* odksztatcenia katowe

g12 = lim 1(%—612)

dx1—0 2
dx2—0
X
; 1
QP
X
2e’ 26
gij = lim %arosin ! :%arcsin €ij
8;:2 \/(1+2e;)(1+2e}“j) \/(1+29ii)(1+26jj)

4. ROWNANIA GEOMETRYCZNE
* zwigzki miedzy przemieszczeniami i odksztatceniami

1
€ij :E(Ui,j"‘uj,i + Uk, Uk,i)

gii=+/1+2e; -1

2eij

J(1+2ei)(1+2e5)

€ij =%arcsin

sq to nieliniowe rownania geometryczne
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* linearyzacja rownan geometrycznych

zatozenie : pochodne przemieszczeh sg wielko$ciami matymi

1 L/2
le f=L/250
2 2
o o o o
202 (4, =0)=L/250 _gg08 = [ﬂj <22 (ﬂj =0
O0X1 L/2 O0X1 0X1 O0X1

WNIOSEK : kwadraty pochodnych przemieszczen, jako mate wyzszego rzedu mozna
pomingg¢.

* odksztatcenia liniowe

(sii+1)2=(,11+2e”)2 = 1+28ii+5§:1+29ii = Eij = €jj

* odksztatcenia katowe

. 2ejj
2e5<<1 = €ij =%arcsm—"
dla matych a arcsino = a = €ij = €ij
* liniowe rownania geometryczne - réownania Cauchy'ego
1
eij==(Ujj+Uji
J 2( J J )
€11 =U11 €22 =U272 €33 =U33
_ 1 5
812—§(U1,2+U2,1) = Y12 =2€12
_ 1 _5
813—§(U1,3+U3,1) = Y13 =4&13
_ 1 _o
823—§(U2,3+U3,2) = Y23 =4€23
€11 €12 €13
% tensor odksztatcenia Te=|€12 €22 €23

€13 €23 €33
5. KINEMATYCZNE WARUNKI BRZEGOWE

* liniowe rownania geometryczne ( réw. Cauchy'ego ) - 6 rownan rézniczkowych czastkowych
wzg. 3 nieznanych funkcji przemieszczen

€ij =%(Ui,j+Uj‘i)

* rozwigzanie ma postaé : uj=u’+u’

uio - catka ogdélna uktadu rownan rozniczkowych jednorodnych (opisuje stan

bezodksztatceniowy g; =0 - przemieszczenia punktow bryty sztywnej)

u IS - catka szczegolna uktadu réwnan rézniczkowych niejednorodnych
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* elementarne przeksztatcenia algebraiczne i rézniczkowe prowadzg do catki ogdlnej w
postaci

uf =a+bxz+cxs
(o]

u, =d-bxq+fxs
uS=g-cxq-fx
3 g 1 2

Ostatecznie otrzymujemy zatem rodzine rozwigzan o 6 parametrach a, b, ¢, d, fi g.

Parametry te okredla sie z warunkéw wynikajacych ze sposobu podparcia konstrukcji.
Warunki te noszg nazwe kinematycznych warunkéw brzegowych.

* przyktady kinematycznych warunkéw brzegowych
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A. uq(0,h)=0 ui(0,-h)=0
B. u4(0,h)=0 ui(0,-h)=0 uz2(0,-h)=0
C.  ui(0,0)=0  u2(0,0)=0 ?’Tj(o,o):o

X2
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6. ROWNANIA NIEROZDZIELNOSCI ODKSZTALCEN

- liniowe réwnania geometryczne ( réw. Cauchy'ego )
€ij =%(ui,j +Uj7i)

- 6 réwnan rézniczkowych ze wzg. na niewiadome 3 funkcje przemieszczen

- rozwigzanie istnieje tylko wéwczas, gdy miedzy odksztatceniami zachodzg zwigzki zwane
réwnaniami nierozdzielnosci.

SijZ%(Ui,j-i-Uj,i) &,ai;(l
€ijkl = %(Ui,jkl + U jikl )
przestawienia wskaznikow :
€kl,ij =%(U klij t Ul kij )
SlkJIZ%(Ui,kjl"'Uk,ijl) ‘X(—1)
Sjl,iKZ%(Uj,lik"'Ul,jik) ‘X(—1)
_l_
€ijkl +EkLij— €ik,jl —€jlik =0

* liczba réwnan (liczba 4 elementowych wariacji ze zbioru 3 elementowego) wynosi 34 = 81,
ale liczba réwnan niezaleznych wynosi 6
€11,22+€22,11-2€12,12=0
€11,33 +€33,11—2€13,13 =0
€22,33+€33,22—2€23,23=0
€11,23 +€2311—€12,13 —€13,12=0
€22,13 +€13,22 —€21,23 —€23,21=0
€33,12+€12,33-€31,32-€32,31=0

* interpretacja geometryczna
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7. DEFORMACJA SZESCIANU JEDNOSTKOWEGO

Problem : Okreslic deformacje szescianu o jednostkowych krawedziach ("obraz" punktu

materialnego tzn. punktu o przypisanej masie).

A. W uktadzie wspotrzednych okreslonym przez osie gtéwne tensora odksztatcenia

(3) S 7 7 |

‘ 1

| N

2
(2) 1 1 — 1+ ¢,
1+ €,
(1 przed odksztatceniem po odksztatceniu

* dtugosci krawedzi szescianu jednostkowego po odksztatceniu
L —L'
gi=—— > =123
L',
Lo=1 = Li=1+e =123
* zmiana objetosci szescianu
AV =V -V, =(1+81 )(1+82 )(1+83 )—1=

=1+81+82 +€3+€E1€2+€E1€E3 +E2¢E3 +818283—1 rEQ1+tEQ2+EZ =Ej

* zmiana katow migdzy krawedziami szescianu - nie wystepuje, gdyz dla i # j, &jj=0.
WNIOSEK :

1) zmiana objetosci zwana dylatacjg jest rowna | niezmiennikowi tensora, jest wiec taka

sama w kazdym ukladzie wspotrzednych

AV =¢j=¢gjj
2) nie wystepuje zmiana postaci
B. W dowolnym uktadzie wspoétrzednych

X4 przed odksztatceniem  po odksztatceniu

* dlugosci krawedzi szescianu jednostkowego po odksztatceniu
gj=—-— i=1,2,3

Ly=1 = Ll =1+s =123
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* zmiana objetosci szes$cianu - dylatacja
AV =¢gijj

* zmiana katéw miedzy krawedziami szescianu

1
Sij=§(%—ﬁij) = Bij:%—zsij

WNIOSEK :
1) zmiane objetosci, niezaleznie od ukt. wspoétrzednych opisuje | niezmiennik
AV =¢gj=c¢ijj

2) wystepowanie zmiany postaci zalezy od uktadu wspétrzednych.

8. DEWIATOR | AKSJATOR SYMETRYCZNEGO TENSORA Il RZEDU

TWIERDZENIE :kazdy tensor symetryczny Il rzedu mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch
tensoréw symetrycznych w postaci :

T=-TA+TP = t=t]+t]
* aksjator TA =t = ti?:thij
100
_ 1
1=1010 tm—g(t11+t22+t33)
001
tm 0 O
TA=|0ty O
0 0 tny
* dewiator TP=T-TA = tﬁ:tij—thij
ti—tm  to2 t13
TP=| tyo too—tm to3
tis tos  taz-—tm

9. AKSJATOR | DEWIATOR TENSORA ODKSZTALCENIA

EM1—€m €12 €13 em 0 O
Deg=| €12 e€22-&m €23 Ag=0 e¢n O
€13 €23 €33~ €&m 0 0 en

* | niezmiennik (zmiana objetosci) aksjatora i dewiatora

dla aksjatora AV=¢m+em+em=3em =¢c11+€22 +€33
dla dewiatora AV =gq1+€220+e33—-3em =0
WNIOSKI :

1) calg zmiane objetosci opisuje aksjator tensora odksztatcenia, nie opisuje on zmiany
postaci

2) zmiane postaci opisuje dewiator tensora odksztatcenia, nie opisuje on zmiany objetosci



