TEORIA STANU NAPREZENIA

1. WEKTOR NAPREZENIA

P;, P, - wektory sit wewnetrznych w punktach
powierzchni AF wokét punktu A
P i= Pi (Fi , V)

AP - suma sit wewnetrznych na powierzchni AF

* $rednia gestos$¢ sit wewnetrznych na powierzchni AF —_—

* naprezenie w punkcie A : p= lim AP =p(1,V) funkcja wektorowa
AF50 AF
2. STAN NAPREZENIA W PUNKCIE
*  zbior wektoréw naprezenia w ustalonym punkcie przy dowolnej ptaszczyznie przekroju
r = const = pP=p(V)

* wybieramy 3 szczegdlne ptaszczyzny przekroju - prostopadte do osi uktadu wspétrzednych

X3 « Pi = pi ( vi) wektor naprezenia przynalezny
B > 2 ptaszczyznie prostopadtej do osi x;
V1K Z><\_ Vi wersory normalne ptaszczyzn
X1 P1 prostopadtych do osi x;
pi=pi(onoi2,0i3) =123
cij =oij( x1X2x3,)  1,j=123 funkcja skalarna 3 skalarow

* macierz naprezenia

G11 G122 O13
Ts =|021 622 G23 G11, O22, O33 - NAprezenia normalne, pozostate to napr. styczne
G31 032 G33

3. KONWENCJA ZNAKOWANIA NAPREZEN

* naprez. normalne jest dodatnie,
G O3 F jezeli jest zgodnie skierowane z normalng
o zewnetrzng ptaszczyzny
X3 @ o3’ 02 *  napr. styczne jest dodatnie, jezeli:
g C D }»GZZ 1) normalna zewnetrzna ptaszczyzny jest
E zgodnie skierowana z osig uktadu, do
’ X2 62 ktérej jest ona réwnolegta
1
2) naprezenie styczne jest zgodnie
A B skierowane z osig uktadu, do ktérej jest

ono réwnolegte,

lub gdy oba warunki sg jednoczesnie niespetnione.
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4. TENSOR NAPREZENIA

P wektor napr. na $éciance AF o wersorze
normalnym v

p=(P,.P,.P,)

; wektory napr. na $ciankach AF,

=(04,0,5,04)

(rzut $cianki AF na na ptaszczyzne
prostopadtg do osi X ;)

(_ =(av1,avz,ocv3))

AF. pole $cianki prostopadtej do osi x

AF
* A_FI = cos kata miedzy sciankami = cos kata miedzy normalnymi do $cianek
A—Fizcos V, Xj = AFi = AF cos( v,xj)=AF a;
AF
* sity dziatajgce na $ciankach AF; Aﬁ =pi AF;
sita dziatajgca na sciance AF AP =p AF
* warunek réwnowagi sit (zamkniety przestrzenny wielobok sit)
AP = AP, + AP, + AP, = PAF =p1AF1+p2 AF, +p3 AF3
o B B Pvi=010y1+0210y2 +G310 3
P=p1avi+pP2av2+pP3av3 = Pv2a =0120y1+0220v2 +G320Qv3

Pv3 =0130yv1+G230%v2 +033 A3
* symetria macierzy naprezen cj = oj;

Pvi =010yl +0120y2 +G13 03 itd

* konwencja sumacyjna
wspotrzedne wektora naprezenia na sciance o normalnej v
Pvi =0ij &yj =  p=Tsv

W wyniku pomnozenia wektora przez macierz otrzymujemy wektor, a zatem macierz
naprezenia musi by¢ tensorem.

5. TRANSFORMACJA TENSORA NAPREZENIA

X3

X2
G11 C12 C13 c11 o2 o3
X2 To=|c12 022 c23| T =|ch2 G2 G23
G13 G23 O33 c13 623 ©733

X1
* macierz przejscia aij = cos( €/, &)

| wiersz o1 =cos(§a,§1) a2 =cos(§a,§2) a13 =cos(§a,§3)
| kolumna o1 =cos(§&,§1) 91 =cos(§'2,€1) 31 =cos(€é €1)
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1. wiersze macierzy przejscia to wspoétrzedne wersorow nowego uktadu wyrazone w ukt. starym

2. kolumny macierzy przejscia to wspétrzedne wersoréw starego uktadu wyrazone w ukt. nowym
3. macierz ortonormalna wzg. wierszy i kolumn, tzn.

ik O jk =8i'={0 i#]
OLki OLKj T 0=

4. prawo transformac;ji Cfj =ik OLjl Okl

6. NAPREZENIA GLOWNE

Poszukujemz takiej ptaszczyzny przechodzacej przez dany punkt, aby odpowiadajacy jej wektor
naprezenia p, miat taki sam kierunek jak wersor normalny ptaszczyzny v.

X3 5
A% V X2 B
Pv = (PviiPv2 i Pva)
V= (av1 ;Ay2 0‘\/3)
O X1 o - miara wektora p,

Zauwazmy, ze utozsamiajac kierunek wersora normalnego ptaszczyzny z kierunkiem np. "1" osi
nowego ukitadu, wektor naprezenia tworzacy pierwszy wiersz 'nowego" tensora naprezenia
miatby niezerowg tylko pierwszg sktadowg - sktadowg normalng. Bylaby ona najwieksza
sposrod wszystkich mozliwych. Takie naprezenie normalne nosi nazwe naprezenia gtéwnego,
a odpowiadajgca mu ptaszczyzna to ptaszczyzna giéwna.

* warunek kolinearnosci pyv=0cV = Pvi =00y

* wektor naprezenia pv=Ts Vv = Pvi=0ij &vj

X zagadnienie wiasne Tov=0v =o0cjjoyvj=00ayj
(cij—dijo)ayj=0 + o yjayj=1 (war. jednostkowej diug. wersora)

Warunek konieczny istnienia rozwigzania ze wzg. na elementy macierzy przejscia

G11—C GO12 G 13
det|0ij—8ij6|=0 G 12 G22—GC ©O23 =0
G 13 G23 ©633—0C
63-1162+l6-13=0 (réwn. charakterystyczne)
G11 G12 G13
C11 012 G111 O 13 022 023
l1=c611+0c22+033 , l2= + + , ls=|c12 022 023
G12 G22| [013 G33| [023 G33

G13 G623 G33

* réwnanie charakterystyczne ma zawsze 3 pierwiastki rzeczywiste, ktére mozna
uporzadkowaé o1 > 6, > o3

* kazdej z wartosci gtdwnych odpowiada pfaszczyzna gtéwna, okreslona wersorem
normalnym

o1 = V1(0t11,0t12,0€13)
G2 = Va(a21,022,a23)

o3 = Vi (a31,032,033)
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* wersory okreslajace ptaszczyzny gtéwne sg ortonormalne, tzn.

_ 1 dlai=]j
VioVj= o
0 dlai=#j

V4iXVa=Vj3 Vo XVg =V V3 XV{i=Vy

* dla dowolnego tensora naprezenia zawsze istniejg 3 wzajemnie prostopadte naprezenia i
kierunki (ptaszczyzny) gtdéwne.

* procedura okreslania kierunkéw gtéwnych, czyli zarazem macierzy przejscia do kierunkow
gtéwnych

(011 —G)Otﬂ +opa+o oz =0
np.dlac=c1 G12(111+(622—0)0L12+6230L13=0
G13011+023012 +(033 - G)0t13 =0
+ afy+at, +ais =1 ()
1) wzigé ktérekolwiek 2 sposrod 3 réwnan, ktadac w nich np. oz =t
2) znalezé oy = ous(t) , a2 = oup(t)
3) wyznaczyC parametr t z warunku " (*) "
4) obliczy¢ wartosci o1 , 12 , 013
5) postapi¢ analogicznie dla o>
6) wyznaczyC V3 =V{XVy
7. PLASKI STAN NAPREZENIA

* stan naprezenia, dla ktérego wszystkie sktadowe lezg w jednej ptaszczyznie, np. (x4, X2).

c
21 o2
* tensor naprezenia

X G12
G11
j c11 612 0

X1 G11 To=|c12 0220 ={
o1z 0 00

G21
G622

* macierz przejscia

G111 012
G12 622

X
5 2 5
X, X,
coso Sina
aijj = .
o « —sina cosa
1 7 X,
* naprezenia gtéwne clj =ik ajl Okl + przeksztatcenia
G11+022 A1 2 2 G 12
51,2=—i—\/(011—022) +4G12 tgou1 0 =———m
2 2 G22-01,2

* pseudoptaski stan naprezenia - jak wyzej, ale o33 # 0. Rezultaty jak dla PSN, a trzecie
naprezenie gtéwne c, = c,,
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8. EKSTREMALNE NAPREZENIA STYCZNE

Problem : W punkcie A znany jest tensor naprezenia w osiach gtéwnych. Jakag ptaszczyzng
nalezy przekroi¢ ciato w pkt. A, aby miara rzutu wektora naprezenia odpowiadajgcego tej
ptaszczyznie na nig samag byta maksymalna?

Py = (Pvi;Pv2iPv3) wektor naprezenia

V= (o102 0ya) wersor normalny

o, - miara rzutu wektora naprezenia p, na normalng v

T, - Miara rzutu wektora naprezenia p, na ptaszczyzne

Gy :5vovzpv1av1+pv2av2 +Pv3Qvy3

pvi=0cijjoayj = Pvi=010ay1 Pv2=0C20yv2 Py3 =03 0y3

* Procedura rozwigzania oy=c1a’,+c20%, toza’, (1)
— 2 2 2 2 _|= |2 2
py|"=cv+1y = 13 =[Py -0?
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 \2
Ty =00 4tosa,+t050 3 —|c1al,to20 ,+t0307, (2)
+ warunek oc2V1 +oc2V2 +oc%3 =1 (3)

Zadanie sprowadza sie do znalezienia ekstremum funkcji (2) z warunkiem pobocznym (3)

1) z war. (3) wyeliminowaé np. a 33 i wstawi¢ do funkciji (2)

o132 ot 3
2) warunki konieczne istnienia ekstremum Ty =0 ; Ty =0 + przeksztatcenia

ao5\11 ao'~v2

Rozwiazanie : Naprezenia styczne osiggajg swoje ekstrema na ptaszczyznach nachylonych
pod katami 45° do ptaszczyzn gtownych.

3 v1(0;0707;0707) ; v (0;0.707;-0.707)
v 5 Tv(O;i0.707;i0.707):im
TV(iO-707;0;iO.7O7):i¥
1 V2 rv(io.707;io.7o7;o):i¥

9. KOLA MOHRA

Problem : W punkcie A znany jest tensor naprezenia w osiach gtéwnych. Okresli¢ zbiér
rozwigzanh (o, 1) dla dowolnych ptaszczyzn przekroju ciata, przechodzacych przez pkt. A.

Py =(PvtiPv2 ;i Pv3) wektor naprezenia
V= (ocv1 TOLy2 OLV3) wersor normalny
o, - miara rzutu wektora p, na v

T, - miara rzutu wektora p, na ptaszczyzne




TEORIA STANU NAPREZENIA 6

4 0 O
* tensor naprezenia Ts = co O G1>02>03
c3

* Procedura rozwigzania
GVZEVOVZPMGM +Ppva2ay2+pPyv3ay3

Pvi=0cijjayj = Pvi=010v1 ; Pv2=0C20v2 ; Pv3 =03 0y3

GV=G1OL€1+($20L€2+G3OL%3 (1)

|Ev|2=G%+T% = T%=|Ev|2_(5%
22020210202, +02 02, (010240002, 050, ) @
+ warunek a%1 +oc%2 +oc2V3 =1 (3)

Rozwigzanie uktadu réwnan (1), (2), (3) wzgl. o ii ma postac :

2 _T€+(Gv_52)(0v_53) 2 :‘CV+(GV—G3)(GV—G1)

"7 (o1-0z)(o1-03a)

OL2 :T%+(GV—G1)(GV—02)
?" (os-o1)(0a-o02)

Z relacji wiekszosciowych miedzy naprezeniami gtdwnymi wynikajg nieréwnosci:
T%+(GV—02)(GV—G3)ZO ; r€+(cv—c3)(cv—c1)so ; r%+(0v—01)(cv—02)20

Przeksztatcenia tych nieréwnosci prowadza do zwigzkéw:

2 2
+ —
K23 (GV—02263) +T%Z(¥)
zewnetrze okregu o promieniu (o2 - 63) / 2 i srodku [ (62 + 63) /2 ;0]
2 2
+ p—
Kus (cv—‘”—zc’f’] Hgg(m_zﬁs)
wnetrze okregu o promieniu (o1 - 63)/ 2 i srodku [ (o4 +63)/2 ;0]
2 2
+ p—
K2 (GV_G12GZJ ”32(01202j

wnetrze okreggu o promieniu (o, - 6,)/ 2i $rodku [ (o, +0o,)/2;0]

Ty WNIOSEK :

Dla danego tensora naprezenia w pkt. A ,
P, T okreslonego w osiach gtéwnych, koniec
wektora naprezenia p, odpowiadajg-

v | cego dowolnej ptaszczyznie przechodza-
cej przez pkt. A musi leze¢ w obszarze
okreslonym przez kota Mohra (obszar
"zaciemniony"). Jest to obszar, w ktérym

lezg wszystkie pary (oy , Tv)
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Zastosowanie két Mohra dla ptaskiego stanu naprezenia (o3 =0)

* ZADANIE 1 : Dane sg naprezenia gtéwne o1 i o, oraz kat o, pod jakim nachylona jest
ptaszczyzna do kierunku naprezenia o4. Wyznaczy¢ naprezenia normalne oy i styczne ty,
przynalezne tej ptaszczyznie.

T
v

* ZADANIE 2: Dany jest tensor naprezenia w pkt. A w dowolnym ukt. wspotrzednych (x4, X2).
Znalez¢ napregzenia gtowne o, i o, oraz ich kierunki.

T

* Kolejnos$¢ czynnosci:

1) odtozy¢ na osi "c" wartosci 611 i 622

2) z punktu o = o441 odtozy¢ na osi "t" warto$¢ o4, - jezeli 612 > 0 to po dodatniej stronie osi "t"
( na rysunku przyjeto 612 < 0 ). Z punktu o = o5, odtozyé wartos$¢ o4, po stronie przeciwnej osi

™ . Otrzymujemy punkty P4 i P»
3) potaczy¢ punkty P4 i P, - punkt S, przeciecia odc. P4-P, z osig "c" jest Srodkiem kota

4) narysowac koto o $rodku w pkt. S i promieniu S P4 (S P,). Otrzymujemy punkty N; i No,
przeciecia sie okregu z osig "s". Odcinki ON4 i O N, wyznaczajg wartosci naprezen gtownych
O i O2

5) potaczyé punkt P; z N, - otrzymujemy o$ x,% , okreslajaca kierunek gtéwny odpowiadajacy
pierwszemu naprezeniu gtdwnemu

6) potaczyé punkt P, z N, - otrzymujemy o$ x,# , okreslajaca kierunek gtéwny
odpowiadajacy drugiemu naprezeniu gtbwnemu.



