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RÓWNANIA RÓWNOWAGI (RÓWNANIA NAVIERA) 

 Sformułowanie zagadnienia: Dowolne ciało obciążone ukł. sił zewnętrznych     (Z) ≡ 0 
pozostaje w równowadze. Z wnętrza ciała wycinamy element o objętości Vo i powierzchni 
So. Określić warunki równowagi wyciętego elementu. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 tw. o równoważności układu sił zewnętrznych i wewnętrznych 

 ukł. sił działających na wycięty element jest układem zerowym 
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Twierdzenie Gaussa
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σ i j j iX, + = 0  

σ σ σ11 1 12 2 13 3 1 0, , ,+ + + =X  

σ σ σ21 1 22 2 23 3 2 0, , ,+ + + =X  

σ σ σ31 1 32 2 33 3 3 0, , ,+ + + =X  

X = (X1 , X2 , X3) - wektor sił masowych w dowolnym 
punkcie wewnątrz objętości V0  

( )p p p pν ν ν ν= 1 2 3; ;  - wektor naprężenia w dowol-
nym punkcie na powierzchni 
S0 o normalnej 

( )ν α α αν ν ν= 1 2 3; ;  
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 warunek równowagi momentów 
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SYMETRIA TENSORA NAPRĘŻENIA 

σ σi j j i=  

 WNIOSKI 

1) Tensor naprężenia zawiera 6 nieznanych składowych, których nie można wyznaczyć 
korzystając tylko z równań Naviera, których jest jedynie 3. 

2) Równania Naviera są równaniami różniczkowymi, przy ich całkowaniu pojawią się zatem 
stałe całkowania. Wyznacza się je na podstawie analizy elementu ciała zawierającego 
część jego powierzchni zewnętrznej. Dzięki temu możliwe jest powiązanie naprężeń w 
punktach na powierzchni z obciążeniem zewnętrznym. Relacje wiążące naprężenia z 
obciążeniem zewnętrznym ciała noszą nazwę STATYCZNYCH WARUNKÓW 
BRZEGOWYCH. 



STATYCZNE WARUNKI BRZEGOWE 1 

STATYCZNE WARUNKI BRZEGOWE 

W celu powiązania naprężeń z obciążeniem zewnętrznym wycinamy z ciała element 
objętościowy w kształcie czworościanu, którego 3 ścianki są równoległe do płaszczyzn układu 
współrzędnych, a ścianka ukośna aproksymuje część powierzchni zewnętrznej ciała. 

 

 

 

 

 

 q ν  - uśredniona gęstość obciążenia zewnętrznego na ściance ∆ F o zewnętrznym wersorze 
normalnym ν  

( )q q q qν ν ν ν= 1 2 3, ,  

( )ν α α αν ν ν= 1 2 3, ,  

 pi  - uśrednione wektory naprężenia na ściankach ∆ Fi 

( )pi i i i= σ σ σ1 2 3, ,  

 warunek równowagi sił działających na czworościan S = 0  

Zauważmy, że poszukiwanie związku wektora q ν  z wektorami naprężenia pi  jest formalnie 
identyczne z zadaniem wyznaczania wektora naprężenia na ściance ∆ F jako funkcji wektorów 
naprężenia na ściankach ∆ Fi (czyli składowymi tensora narężenia). Mamy zatem: 

q i i j jν νσ α=  

q ν ν ν νσ α σ α σ α1 11 1 12 2 13 3= + +  

q ν ν ν νσ α σ α σ α2 21 1 22 2 23 3= + +  

q ν ν ν νσ α σ α σ α3 31 1 32 2 33 3= + +  

 WARUNKI KONIECZNE tego, aby dowolny tensor symetryczny II rzędu był tensorem 
naprężenia : 

 1) składowe tensora muszą spełniać równania Naviera, 

 2) składowe tensora muszą spełniać statyczne warunki brzegowe. 
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