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1. ROWNANIA FIZYCZNE ( KONSTYTUTYWNE )

Zadanie : Okresli¢ zwigzek miedzy odksztatceniami i sitami wewnetrznymi, reprezentowanymi
przez naprezenia.

* zmienne stanu mechanicznego :czas "t ", temperatura" T " ............
Gij =Gij(Xk,t,T)
€ ij =£ij(xk,t,T)
ui =ui(xk,t,T)
* réwnania Naviera, réwnania Cauchy 'ego
cijj+Xi=0 dla t=t*, T=T"
gij="12(uij+uj) da t=t*,T=T"

* réwnania konstytutywne

€ ij =8ij(6ij ,éij,éij ,t,T)

2. ROWNANIA FIZYCZNE LINIOWEJ TEORII SPREZYSTOSCI ( R. HOOKE 'A )

* zalozenia:
1. jawna zalezno$é odksztatcen wylacznie od naprezen Eij = &ij (c ] )
2. liniowy zwigzek miedzy odksztatceniami i naprezeniami
T.=ST;+Te To=QT:+Te

(o] (o]
gij= Sijkl Okl +£j o ij= Qijki ek + 0]

S - macierz podatnosci (macierz wspétczynnikdw materiatowych)
Q - macierz sztywnos$ci (macierz wspotczynnikdw materiatowych)
Teo » Too - macierze statych

3. sprezystosé - po zdjeciu obcigzenia znikajg odksztatcenia : T, =0 Tso=0

* macierze wspotczynnikéw materiatowych (przypadek ogolny - 81 wspotcz. materiatowych)

[ &1 G 11 [S1S2 S3 S4 S5 S S7 Sg So |
€922 G 22
€33 C 33
€23 G 23
T:=|¢e13 Ts=|013 S=
€12 G 12
€32 G 32
€ 31 G 31
_821_ _621_ L - . . . . . . . 881_

* uproszczenia w liczbie statych materiatowych
1) symetria tensoréw naprezenia i odksztalcenia = 36 wspoiczynnikéw
T,=Q T, T.=8S T,
6x16x6 6x1 6x16x6 6x1

najogolniejszy przypadek anizotropii
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2) analiza gestosci energii odksztatcenia sprezystego = symetria macierzy Qi S
= 21 wspétczynnikow [ (36-6)/2 + 6] = 21
najogodlniejszy przypadek materiatu liniowo sprezystego

3) analiza mozliwych ptaszczyzn symetrii wikasnosci materiatu

* 1 ptaszczyzna symetrii - materiat monokliniczny = 13 statych
* 3 ptaszczyzny symetrii - materiat ortotropowy = 9 statych
* 1 plaszczyzna, w ktorej wtasnosci materiatu sg jednakowe w kazdym kierunku

- materiat poprzecznie izotropowy = 5 statych
* w kazdym punkcie wtasnosci materiatu sg jednakowe w kazdym kierunku

- - materiat izotropowy i jednorodny = 2 state

3. ROWNANIA FIZYCZNE DLA IZOTROPOWEGO, JEDNORODNEGO MATERIALU
LINIOWO SPREZYSTEGO

O'ij:2G8ij+7\,8kk 6”'

G Ar - state Lame 'go

o 11 =2G811+7\,(811+822 +833)
c20=2Gegoy +K(811+822 +833)

c33=2Ge3s3 +X(811+822 +833)

c12=2Geq c13=2Geq3 623 =2Gen3
(11 | _(2G+7\,) A A 0 0 O] (€11 |
G 22 A (2G+2) A 0 0 O €22
T, -|°3 Q- A A (2G+2) 0 0 0O T, =63
G 12 0 0 0 2G 0 O €12
G 13 0 0 0 0 2G O €13
| G 23 | . 0 0 0 0 0 2G| | €23
4. ODWROTNA POSTAC ROWNAN FIZYCZNYCH
T.=Q° T, Q'=s
cij=2Gejj+Aekk Ojj = Sijzi(cij—xskkﬁij)
2G
i=]j cii=2Geij+rekk 0i=2Ge;i +3 A ekk
i=k Gkk=(2G+37u)8kk = Skkzﬁckk

Sij=i(6ij——}L Gkksijj
2G 2G+3A

G kk € kk
Om=—"—""" Em =

3
Gkk=(2G+37\,)8kk = Gm=(2G+37»)8m
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* wprowadzmy nastepujace definicje

def
B £ = G -_E modut scinania, mod. odkszt. postaciowego
2G E 2( 1T+v )

Ao gty Ev

c A
2G+31  A+v (1+v)(1-2v)

def
= 2G+32n K= _E modut Scisliwosci, mod. odkszt. objetosciowego

“ 3 3(1-2v)

* ograniczenia na state materiatowe
1) ztermodynamiki wynika, ze state G, A, Ki E ( MODUL YOUNG'A ) musza by¢ dodatnie

2) dodatnie wartosci modutéw Scinania i Scisliwosci oznaczajg, ze zachodza relacje:

1T+ v>0 v>-—1
1-2v>0 v<0.5
-1<v<05 ograniczenia na statg v ( WSPOLCZYNNIK POISSON'A )
. . 3 3(1—2v)
* ZmlanaOijtOSC| AVZSii=38m=me ZTGm
+
- jezeli v—0.5 to AV -0 - materiat niescisliwy (guma)
- materiaty o v < 0 nie sg znane
- maksymalna zmiana objetosci dla v = 0 (~ korek)
* réwnania fizyczne c.d.
1 A
Sijzﬁ(cij_ZGJ&kakS”j
1 %14y Aok
2G E 2G+3L 1+v
€ij Z%[(1+V)Gij — V Gkk Sij] tzw. ,odwrotna postaé prawa Hooke'a”
811Z%[(1+V)G11—V(G11+022+G33)]
8222%[(1+V)022—V 011+022+033)]
833Z%[(1+V)G33—V(G11+622+633)]
812=1EV012 813=1EV013 823=1EV023
Cer ] [ 1E -vE-VE 0 0 0 | o1 ]
€922 —V/E 1/E —é 0 O O G 22
T. |33 S_ - v/E —v/E 1E 0 0 0 T _|033
e 0 0 0 (1+v)[E 0 0 ° o1
€13 0 0 0 0 (1+v)E 0 G 13
REEN 0 0 0 0 0 (1+v)E |5 23 |
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5. PRAWO ZMIANY POSTACI | OBJETOSCI
- rozktad tensorow odksztatcenia na aksjator i dewiator

T®-D° +A° T°=D°+A®
Af}:GmSij Aigj=8m8ij
Dﬁzcij—cmSij Di=gij—&mdj

ij

G ij =2G8ij+7nskk 5ij

Gm:(2G+37\.)8m:3K8m |X8ij

Gij—GmSij =2G8ij+37\.8m Sij—(2G+37u)8m 5ij
Gij—GmgijZZG(Sij—Smaij)
* prawo zmiany postaci Dc=2GD¢®

* prawo zmiany objetosci A°=3KA?*

* nazwy rownan wynikajg z interpretacji geometrycznej tensora odksztatcenia:
1) calg zmiane objetosci opisuje aksjator tensora odksztatcenia
2) zmiane postaci opisuje dewiator tensora odksztatcenia

* nazwy statych G i K wynikaja stad, ze:

1) modut G jest wspétczynnikiem proporcjonalnosci w prawie zmiany postaci - stad G jest
modutem odksztatcenia postaciowego (efekt Scinania)

2) modut K jest wspoétczynnikiem proporcjonalnosci w prawie zmiany objetosci - stad K jest
modutem odksztatcenia objetosciowego (efekt scisliwosci)

* prawo zmiany postaci i prawo zmiany objetosci sg inng postacig rownan fizycznych dla
materiatu liniowo sprezystego (pr. Hooke'a)



