ROZCIAGANIE PRETOW PROSTYCH 1

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA TZW."CZYSTEGO ROZCIAGANIA"

X3

A\

Xq

- pret pryzmatyczny, utwierdzony "punktowo w pkt. A (0,0,0)
- X4 - 0$ podiuzna preta, x,, X3 - 0sie centralne przekroju

- obcigzenie zewnetrzne: denko q(q,0,0) q = const
pobocznica ﬁ(0,0,0)
- sity masowe P(0,0,0)
ZADANIE: wyznaczy¢ tensor naprez. T, tensor odkszt. T¢ i wektor przemieszczenia U.

2. ROZWIAZANIE

2.1. Komplet rownan TS

cij,j =0 (1)
SijZ%(Ui,j+Uj,i) (2)
SijZ%[(1+V)Gij—VGkk8ij] (3)
+  statyczne war. brzegowe qvi =0ij O vj
g=o011 x 1
denko x;=L,  v(1,0,0) 0=021x1 (4a)
O0=031x1

O=0c12 ay2 +G13 0y3
pobocznica V(0,0tvz * O,OLV3 * 0) 0 =022 OLy2 +CG23 Oy3 (4b)
0=032 ay2+033 0y3

+  kinematyczne war. brzegowe w pkt. utwierdzenia A (0, 0,0)

ur=u,=uz=0 (®)
OX1 0X3 0X3
ouq ous _0 ous

OXo 0Xo 0X1
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2.2. Podejscie statyczne do zagadnienia brzegowego
(T )
"wymyslic" T,
sprawdzi¢ stat. war. brzeg.

sprawdzi¢ rown. Naviera

wyznaczy¢ odksztatcenia
fij= &y(0)

sprawdzi¢ réwn. nierozdz. odkszt.

wyznaczy¢ przemieszczenia
1

8ij:5(ui’j+uj"i)
+ kinematyczne war. brzegowe
S J
X - macierz naprezenia
—= —= qg00
Wy )= Y4
S(Wu)=8(z1) T, =(000
M (W )=M(Z)) 000

Macierz naprezenia (6) spetnia rownania rownowagi (1) i statyczne warunki brzegowe (4)

X - macierz odksztatcen (r.Hooke'a)

1 1
811=E[(1+V)G11—V(G11+022 +033)]=Eq
822=%[(1+V)0‘22—V(0‘11+622 +(S33)]=—éq

€33 =é[(1+v)033—v(611+022 +033)]=—éq
1
812:E[(1+V)G12]=0
e13=¢€23=0
17E 0 0
T.=| 0 -v/E 0 |xq
0 0 -v/E
Macierz (7) spetnia réwnania nierozdzielnosci odksztatcen, gdyz
gjj = const = gijk =0
X - funkcje przemieszczen (row. Cauchy'ego)
%:ﬂ our +—6u2 =0
ox1 E 0X2  0Xq
Ous __ .9 Ouz Ous -0
8X2 E 5X3 6X2
ous __ .9 Ou  Ous _
0X3 E 0X3  0Xq

Ukt. (8) to ukfad 6 rownan rézniczkowych czastkowych liniowych | rzedu

"CORN" = "CORJ" + "CSRN" =  uj=u’+u’

(7)

(8)
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Catka ogdlna réwnania jednorodnego opisuje przemieszczenia punktéw ciata sztywnego (row.
jednorodne tzn. g; =0, a to oznacza brak odksztatcen ciata, czyli zarazem ciato sztywne). W
kazdym zagadnieniu teorii sprezystosci catka ogdlna jest identyczna.

- catka ogodlna u?(xz,X3):a+bxz+CX3

ug(x1,x3)=d-bxs+fxs

ug(x1,x2 )=g-cxi—fx

- catka szczegdlna réwnania niejednorodnego : metoda przewidywania

- funkcje przemieszczen

u1(x1,xz,X3)=%x1+a+bxz +CX3
uz(x1,xz,X3):—vgxz+d—bx1+fxs (9)

q
Us(X1,X2,X3 J=—v=X3+g—-cXxq—fXx
3(1 2 3) VEXS g 1 2

State catkowania a, b, c, d, f, g nalezy wyznaczy¢ z kinematycznych war. brzegowych (5).

a=b=c=d=f=g=0

U1(X1,X2,X3)=%X1

UQ(X1,X2,X3)=—V%X2 (10)
S |
U3(X1,X2,X3)— VEX3

WNIOSEK : Macierz naprezenia (6) macierz odksztatcenia (7) i wektor przemieszczenia (10)
spetniajg Scisle komplet réwnan teorii sprezystosci wraz ze statycznymi i kinematycznymi war.
brzegowymi. Sg wiec scistym rozwigzaniem zagadnienia czystego rozciggania dla preta
stanowigcego przedmiot analizy.

3. ANALIZA ROZWIAZANIA

1.

Stan naprezenia opisany przez macierz (6) to jednorodny (identyczny w kazdym punkcie
ciata) i jednoosiowy (tylko jeden element macierzy naprezenia jest niezerowy) stan
naprezenia.

Diagonalna posta¢ macierzy naprezenia $wiadczy o tym, ze jedyne niezerowe naprezenie
o1 jest maksymalnym naprezeniem normalnym sposrod wszystkich mozliwych
odpowiadajgcych dowolnym ptaszczyznom przekroju preta.

Stan odksztatcenia opisany przez macierz (7) to jednorodny (identyczny w kazdym
punkcie ciata) i tréjosiowy (niezerowe sktadowe w 3 wzajemnie prostopadtych
kierunkach) stan odksztalcenia.

4. Diagonalna posta¢ macierzy odksztatcenia swiadczy, ze czystemu rozcigganiu towarzysza

jedynie odksztatcenia liniowe. Witdkna rownolegte do osi x1 wydtuzajg sie najbardziej, a
réwnolegte do x; i X3 najmniej.
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5. Analiza deformaciji preta.
*  wydiuzenie preta

X3

.

77

X przemieszczenia punktdw przekroju poprzecznego (na przyktadzie przekroju
prostokatnego o wymiarach poczatkowych b x h)

Funkcje przemieszczen u, i u; nie zalezg od zmiennej x; (tzn. potozenia przekroju
poprzecznego), tak wiec deformacja kazdego przekroju poprzecznego jest identyczna.

X3 _ ﬂ
B> Uos = VEX2
Xo U2(X2=ib/2):$v%%
b — q
oo o) s 2
uo 5 +|U2 > VE
b E b
X3
- _va
X, Uz = VEX3
Ah
A_hj: _— T €3 =— —
2 _— h
/
h —
Ah
2
X3

X2

X1
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4. INNE WIEZY KINEMATYCZNE DLA PRETA PODDANEGO CZYSTEMU ROZCIAGANIU

1. Jezeli wiezy sq takie, ze narzucajg 6 warunkow, to tensory naprezenia (6) i odksztatcenia (7)
nadal sg $cistym rozwigzaniem zagadnienia brzegowego. Funkcje przemieszczen sg opisane
rownaniami (9), z ktérych nalezy wyznaczy¢ uprzednio 6 statych z 6 war. kinem.

2. Jezeli wiezy sq takie, ze narzucajg mniej niz 6 warunkow, to pret jest ukladem geometrycznie
zZmiennym.

3. Jezeli wiezy s3 takie, ze narzucajg wiecej niz 6 warunkow, to réw. Cauchy'ego muszg prowadzié¢
do innych "prawych" stron niz w ukt. (8), bowiem catka szczegdlna musi "wprowadzi¢" dodatkowe
state (te powyzej 6 "standardowych"). "Prawe" strony to odksztatcenia, ktdre wynikajg z przyjetej
macierzy naprezenia. Tak wiec macierz naprezenia musi by¢ przyjeta odmiennie od tej w postaci

(6).
5. INNE PRZYPADKI OBCIAZENIA ROZCIAGAJACEGO (PROSTE ROZCIAGANIE)

5.1. Zasada de Saint-Venant'a

D GO

X  znane jest rozwigzanie dla uktadu sit jak na rys. A

X obcigzamy ciato innym uktadem sit (rys. B), ale statycznie réwnowaznym (tzn.
Sa=8Sa;Ma=Mj,)

Zasada de Saint-Venanta : T, Tg, u nie zmieniajg sie z wyjatkiem niewielkiego obszaru wokot
miejsca przytozenia obcigzenia.

5.2. Redukcja obciazenia przy czystym rozciaganiu do srodka ciezkosci przekroju

4(9,0,0) F(0,%0,%3 )
:j qdA=qgA M1=” X2 0 —x3 0)dA =0
SzszOdAzo Mz—”x;:,qu q”mA 0
ngﬁOdAzO M3_ﬂ X2qu——q”xsz 0

WNIOSEK: obcigzenie przy czystym rozcigganiu redukuje sie w srodku ciezk. przekroju
poprzecz. do wypadkowej N (q A, 0, 0), a zatem do sity osiowej (podtuznej).

DEFINICJA: kazdy przypadek takiego obcigzenia preta, ktére redukuje sie do sity osiowej
nazywamy prostym rozcigganiem lub krétko rozcigganiem.

5.3. Skladowe tensora naprezenia i odksztatcenia w prostym rozcigganiu

N
O11=0x =1 G22 =033 =T12 =713 =723 =0
c N (4] N
E1=gx=—2-=—p  O2=03=-V-2=-V—r  T12=T13=123=0

E EA E EA



