Prety silnie zakrzywione 1

1. DEFINICJA

Pretem silnie zakrzywionym nazywamy pret, ktorego oS jest ptaska krzywa, a stosunek wymiaru przekroju
poprzecznego ,,h” (lezacego w plaszczyznie krzywizny) do promienia krzywizny osi cigzkosci ,,1(x)” preta

spelnia warunek
h/r> %

2. ZALOZENIA

* y, Z - osie glowne centralne przekroju poprzecznego

* 08 ,,2” lezaca w plaszczyznie osi preta jest osia symetrii przekroju

* obciazenie lezy w ptaszczyznach rownoleglych do ptaszczyzny osi preta i jest symetryczne wzg. osi ,,z”
* jedynymi niezerowymi naprezeniami sa Oy 1 Ty,

* obowigzuje hipoteza Bernouliego (hipoteza ptaskich przekrojow)

Rys. 1 AV

3. NAPREZENIE NORMALNE oy
* zasada superpozycji
Ox =OxN tOxM

3.1. Naprezenia od sily osiowej N

* odksztalcenie polega na zmianie kata wierzchotkowego o A do, nie zmienia si¢ krzywizna osi preta

AB=ds=(r+z)de (2)

AB'=ds'= (r + z) (do + A do) 3)

BB'=ds'—ds=Ads=(r+z) Ado (4)

ExN :A_ds:A_d(p: const. (z) (%)
ds do

gxN =0xN/E (GyEO,GZEO)

oxNn =Eexn =C (6)

* 7z twierdzenia o rOwnowaznosci uktadu sit zewngtrznych 1 wewnetrznych

N:H o dA (7)
A

OxN = — (8)

>z
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3.2. Naprezenia od momentu zginajacego M
* odksztalcenie polega na zmianie krzywizny preta (obrot przekroju wokot osi obojetnej) - rysunek 3
Oznaczenia :

p - promien krzywizny osi obojetne;
- polozenie osi obojetnej wzg. osi cigzkosci
7’ - odleglos¢ dowolnego wiokna AB od warstwy obojgtne;j
1 - promien krzywizny osi obojgtne;
z - wspotrzedna dowolnego widkna AB (liczona od osi cigzkosci)

AB=ds=(p+2)de (9)
BB'=Ads=-7 Ado (10)
Ads v Ad
fxm = ——=——2 2P (11)
ds p+z do
Adp
oM =Egxn=—E-P_ 2 (12)
dp p+7
EA—d(p—const—K
de
o =K —Z— (13)
p+z
o =K r+z—p _Kr+z—p (13a)
p+r+z-p r+z

* 7z twierdzenia o rOwnowaznosci uktadu sit zewn. 1 wewn. zapisanego w osiach gtownych centralnych

N:”cstdA:K”pr’dA:O (14))
MzgcxMszng(l—rEijdA (15)

lub tez po wykorzystaniu osi obojetnej
M= ([ z'dA:KJ‘J.piZ' dA (152)

Przeksztalémy réwnanie (15)

M = K”(I—H_ijdA K”sz Kp”H_ZdA 0- Kp”z%dA—
Hzr:(rz+z) A:_Kpg%dAJer«gr(errz)dA O+Kpr_2»[:|.rr+z

def
= -grfrz z2 dA

M=Kpi -  K=Mp (16)
r I'p

Przeksztalémy takze rownanie (15a). W wyniku podzielenia wielomianéw wystepujacych w funkcji
podcatkowej otrzymujemy

12
2 A (17)



Prety silnie zakrzywione 3

Wstawiajac (17) do (15a) otrzymujemy

M = K”sz Kp”p+Z dA = KSyO—Kp”p+Z (18)
A

Syo 0znacza moment statyczny przekroju wzgledem osi obojetnej (# 0, gdyz o$ obojgtna nie pokrywa sig z
osig cigzko$ci) 1 wynosi : Sy, = A z,

Ostatnia catka wystepujaca w (18) wynosi zero - wynika to wprost z warunku rownowaznosci (14). Stad
ostatecznie mamy nastgpujace roOwnanie

M=KA z, = K--M __M (19)
Az, A(r-p)

Mozemy teraz wyznaczy¢ ze wzoru (13a) naprezenia wywotane dziataniem momentu zginajacego.

M r+z—-p
A(-p) r1+z

OxM =

Pomnoézmy licznik i mianownik przez r , a nastgpnie dodajmy i odejmijmy od licznika iloczyn p z.
Otrzymujemy wowczas:
M rP4rz-rp+pz-pz M[r(r—p)+z(r—p)+pz]

GXM=A(r—p)r r+z - Ar(r—-p)(r+2) -

:M[(r—p)(r+z)+pz]:£+ p M 2 20)
Ar(r-p)(r+2) Ar A(r-p)r? r+z

Przyrownujac wartos¢ statej K z rownania (16) do tej z rownania (19) otrzymujemy

M _ M - P _ L (21)

— = r
A@-p) TI'p Ar-pr? I°
Po wstawieniu (21) do (20) mamy

(22)

3.3. Calkowite naprezenia normalne

Calkowite naprezenie normalne bedace suma naprezenia wywotanego sita osiowa N i momentem zginajacym
M otrzymujemy przez wysumowanie (8) i (22). Ostatecznie otrzymujemy:

_N®), ME®) MErx) 7 (23)
A AKX I 1(x)+z
r(x)
-” r(x)+z z* d -

Znaki I i III cztonu rownania (23) ustala si¢ jak w klasycznym mimos$rodowym rozciaganiu pregta prostego.
Przy ustalaniu znaku cztonu II mozna postugiwac si¢ ,,regutka” mowiaca, ze jezeli moment M powoduje
wzrost krzywizny preta to znak jest ,,+”, jezeli natomiast moment prostuje pret to znak jest ,,-” .

Z réwnania (23) widaé, ze rozklad naprezen - rysunek 4 - normalnych jest hiperboliczny , mimo ze
korzystalismy z réwnan liniowej teorii sprezystosci. Jest to spowodowane krzywoliniowym ksztattem preta.
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3.4. ,Moment bezwladnoS$ci” J

Catka J* - rownanie (24) - moze by¢ przedstawiona w postaci zamknictej tylko dla prostych ksztattow jak
np. prostokat i trapez. We wszystkich innych przypadkach nalezy skorzysta¢ z rozwinigcia funkcji
podcatkowej w szereg potegowy i catkowaé wyraz po wyrazie.

7 =”22 ! - dA:”zz (1—f+f—j—f—j+...j dA =
A BVEN A

1+

r(x)
R O i 11,4 ga — L[ 44
_”z dA r”z dA+r2”z dA - ”z dA+... (25)
A A A A
3.5. Przekrdj prostokatny
* . : - 2 2r+h
CatkaJ dla przekroju prostokatnego wynosi: J =br rln2 o —h
r_
A Z wowczas I\J/I*r = 1\2/“ - = 1\;[ : = AM
r
brz(rln e —hj bhr(rln o —1) v
2r—h h 2r-h
y
h > 2r+h
r
==1 -1 26
A T (26)
b
Gx:ﬁ.p&_kiﬁi (27)
A Ar yArr+z

* Analiza napr¢zen w precie o przekroju prostokatnym

r/h 1 2 4 6
1/, 1.183 1.039 1.009 1.004
_ bh3
Y12

Wida¢, ze dla stosunku (r / h) > 6 moment J jest praktycznie réwny ,klasycznemu” momentowi
bezwladnosci dla prostokata Jy.

Naprezenie normalne ma wowczas postaé

Gx

M
:E+£+_r 2 (28)
A Ar Jy r+z

Zaktadajac, ze r— oo , co oznacza ze pret zakrzywiony staje si¢ pretem prostym otrzymujemy nastepujace
warunki:

M

Ar

rz VA
= —>Z

r+2z 1+E

T

Naprezenie normalne okre$lone jest teraz zaleznoscia:

o, =N M, (29)
ATy

Otrzymalis$my zatem wzor jak w klasycznym zadaniu preta prostego mimosrodowo rozciaganego.

W praktyce juz przy stosunku (r / h) > 6 prety zakrzywione liczy si¢ jak prety proste. Jako dowdd
potraktujmy oszacowanie btedu, jaki popelnia si¢ przy takim sposobie potraktowania preta zakrzywionego.
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*  pret prosty

G%Paxzﬂ_i_&h_ﬂ 12ME=E+6£
A Jy2 A bh’2 A Ah
gmn _N_Mh_N_oM
YA Jy;2 A Al

* pret zakrzywiony
h
6h2
omn N, M M 775 N, 5505 M
A A6h bh? gy, h A Ah
h
6n(-1)
omn N, M  12M 22 _N_g379 M
A A6h bh? gy_h A Ah
2

* WNIOSEK : zastosowanie teorii prgta prostego daje oszacowanie naprezen z nadmiarem (a wige
bezpieczne) ok. 4.9% dla naprg¢zenia maksymalnego i ok. 6.3% dla naprgzenia
minimalnego.



