ENERGIA SPREZYSTA 1

1. BILANS ENERGETYCZNY

1.1. PODSTAWOWE POJECIA

o Uktad fizyczny - ciato (lub uktad ciat) ztozone z punktéw materialnych

e Otoczenie - obszar otaczajacy uktad fizyczny

e Zmienne stanu termodynamicznego - parametry charakteryzujgce stan ukfadu i otoczenia

= parametry zewnetrzne (odnoszace sie do otoczenia) - obcigzenia, temperatura, wilgotnosé, ...

= parametry wewnetrzne (odnoszace sie do ukfadu) — naprezenia, odksztalcenia, przemieszczenia,
uszkodzenia, gestosé,...

e Réwnanie stanu - funkcja, ktérej zmiennymi sg zmienne stanu

e Proces termodynamiczny — przejscie od jednego stanu ukfadu do drugiego w sposéb odwracalny
(tzn. taki, ktéry pozwala przywrécic¢ stan poczatkowy uktadu i otoczenia) lub nieodwracalny

e Réwnowaga termodynamiczna uktadu — stan uktadu, w ktérym parametry stanu nie zalezg od
czasu. Oznacza ona réwnowage :

*» mechaniczng (brak niezrbwnowazonych sit)
= chemiczna (zachowana jest stata masa i sktad chemiczny)
= cieplna (zalezna od typu ostony oddzielajgcej uktad od otoczenia np. adiabatycznej)

e Proces adiabatyczny — proces, w ktérym nie zachodzi wymiana ciepta miedzy ciatem i jego
otoczeniem, zas praca sit zewnetrznych L przy przejsciu od jednego stanu do drugiego nie zalezy od
sposobu przejscia. To oznacza, ze istnieje funkcja stanu W noszaca nazwe energii wewnetrznej
uktadu, ktérej przyrost w czasie jest rowny pracy dostarczonej uktadowi w tym czasie.

1.2. PIERWSZA ZASADA TERMODYNAMIKI

Zgodnie z zasadgq zachowania energii, bilans energetyczny dla ciata poddanego dziataniu dowolnego
obcigzenia, w warunkach procesu adiabatycznego, mozna zapisa¢ w postaci réwnania:

L=W (1)

Predko$é zmian energii wewnetrznej uktadu W w jednostce czasu jest réwna pracy L wykonanej
przez obciazenie zewnetrzne w tej jednostce (czyli mocy obcigzenia zewnetrznego).

Energia wewnetrzna moze by¢ przedstawiona jako suma energii potencjalnej W, i energii kinetycznej W.
W =W, + W = W =W, + W, (2)

Ograniczajac analize do przypadku bardzo powolnej zmiany uktadu mechanicznego w czasie (obcigzenie
statyczne) mozna przyjaé, ze predkosé zmian energii kinetycznej jest réwna zero. Bilans energetyczny ma
zatem postac:

L=W, (3)

2. ROWNANIE STANU, POTENCJAL SIit. WEWNETRZNYCH

Przyrost pracy sit zewnetrznych na przemieszczeniach u; (tzn. moc sit zewnetrznych):

L= j Qui Uy dS + H X uj dV q.i — sity powierzchniowe, X; — sity masowe
L= [[o udS+”Xudv (a = o7 o)
s'
: ([ O . .
-= J‘W(Gij ui)dV * ” X uj dV tw. Greena
v j
L: J[(GIJ,J +X|)U| +U|,J Glj]dv
v
L= IGij uj j dv (row. Naviera  ojj ; +X; =0)
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) 1. ) ) . , 1
Gij ui,j :GijE(ui,j+uj,i):6ij gij (rOW. Cauchyego Sij :E(ui’j +uj,i))
2.1. ROWNANIE STANU

Wy =L = [[[oyeyav =0 @
Vv

Przyrost pracy sit zewnetrznych L w jednostce czasu jest rowny przyrostowi pracy sit
wewnetrznych U (i zarazem réwny przyrostowi energii potencjalne;j Wp)

Rownanie (4) wiaze zmienne stanu : zewngtrzne (q.i , P;) i wewnetrzne (o , ;) — jest wigc réwnaniem
stanu, w tym przypadku stanu mechanicznego (zwigzek miedzy wytgcznie parametrami mechanicznymi)

2.2, POTENCJAL SIt WEWNETRZNYCH

o Gestos¢ energii ®@ - energia wewnetrzna na jednostke objetosci
W, = [[f e av = Vil = [[[ av
\ \

b = Gij Su

. d Og; o
PG j _0® i
68ij ot 68ij

) oD .
Gij &jj = 878” &jj
L

I Gsij

Whiosek : gestosé energii potencjalnej (wewnetrznej) jest potencjatem sit wewnetrznych
2.3. INNA POSTAC ROWNANIA STANU MECHANICZNEGO

v'vp:r_:jUTcs T.dv
v
W, :L:jIJ(DG+AG)(D8 +A8)dvzj”(ncbg +A_A, +D_ A, +A_D,)dV
Vv %
Latwo wykaza¢, ze : D, A, =A, D, =0.
np. DG As :(Gij —Om 8lj)8m 8|j :Gijém 6|j —Om ém 6'] 6'] = Okk ém —3Gm ém =3Gm ém —3Gm ém =0
WP:L:IJI(DGD8+A5AS)dV
%

3. ENERGIA POTENCJALNA DLA CIALA LINIOWO SPREZYSTEGO
3.1. Prawo Hooke’a

D, =2GD, A, =3KA, \xd/dt

D, =2GD, A, =3KA,

3.2. Gestos¢ energii odksztalcenia postaciowego i objetosciowego
. . 1 . 1 .
W, =L = .m.(zGD" Do+ A AGJ v
v

: 1 . 1 :
Wp:zc;.U; D, D, dV+3K.[\J/' A A, dV
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Wo = ZGJ.J.J.Zdt(D Do)dV+ 3Km.2dt o As)dV X.[dt

-2 (0oL Ao
\ \Y
_ 21J‘”D" D, dV +%“‘ A, A.dV
\ \Y

Wprowadzmy definicje gestosci energii odksztatcenia postaciowego @i odksztatcenia objetosciowego @,
1

®f:§D0Da

o, 1A A,

wp_m'qnf dV+” o, dV=I”<DdV
\"

® =D + D,

:%m'TG T,dv
\V

o Gestos¢ energii odksztalcenia postaciowego
1 1

1 1
q)f 25 DG DS = E DG DG 4G (GU cmSij)(cij _Gméij)zﬁ (Gij Gij —2Gij cmSij +Gm6m6ij8ij)
1 ( ) 1 Okk Okk 1 1
(Df 4G Ojj Cijj — 26kk Om +3Gm6m :E Gij Gij_26kk 3 +3 3 3 4G ]Gij_gckk G kk
1 2 T+v 2
P =%(3 Sij Ojj —Gkk)=6?(3 Sij Ojj _Gkk)
1
(Df = 6+EV [(GX —Gy)2 +(Gy —GZ)Z +(GX _GZ) +6( +T)2(Z +T§ )]
E 2 2 ]
(Df:6(1+v) [(sx—sy) +(8y—sz) +(£X ) +6( +s)2(2+8§)

o Gestos¢ energii odksztatcenia objetosciowego

1 1 1 1
Oy =, AcAr= o AgA = (o dy)lom 8y)= 5 3omom
o, :i36m o _ 1 ok ok _ 3(1-2V) Okk Okk

6K 2K 3 3 2E 3 3

(1-2v) o2
v e Ok
D, :(1252\/) (csx+csy+cz)2

E 2

q)V :m(gx +8y +SZ>

o Gestosé catkowitej energii sprezystej

1]2, 2 2 2]
D= 2E GX+Gy+GZ 2v<c5 Oy +0yG, +0y GZ)+2(1+V)( +sz+fyz)
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4. ENERGIA SPREZYSTA W UKLADACH PRETOWYCH

Zadanie: Wyznaczy¢ catkowitg energie sprezysta preta
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= Jfforov= g ()5
e 0] a1
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=33 e o
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u - energetyczny wspotczynnik scinania



1. Pojecia podstawowe

Zmienne Stanu Wewnetrzne
(o,¢e, U, o, ...)

uktad fizyczny

ROWNANIE STANU
funkcja (ZSW, ZSZ)

OTOCZENIE

Zmienne Stanu Zewnetrzne
(obcigzenie, T, wilgotnos¢, korozja...)

o uktad fizyczny — ciato lub uktad ciat ztozonych z punktéw materialnych
e otoczenie - obszar otaczajacy uktad fizyczny

e zmienne stanu termodynamicznego - parametry charakteryzujace stan
ukfadu i otoczenia

e parametry zewnetrzne - (odnoszace sie do otoczenia) - obcigzenia,
temperatura, wilgotnosg, ...

e parametry wewnetrzne - (odnoszgce sie do uktadu) — naprezenia,
odksztatcenia, przemieszczenia, uszkodzenia, gestosd,...

e rownanie stanu - funkcja, ktérej zmiennymi sgq zmienne stanu

e proces termodynamiczny - przejscie od jednego stanu ukfadu do drugiego
w sposoéb odwracalny (tzn. taki, ktéry pozwala przywréci¢ stan poczatkowy
ukfadu i otoczenia) lub nieodwracalny

e rownowaga termodynamiczna uktadu — stan ukfadu, w ktérym
parametry stanu nie zalezg od czasu. Oznacza ona rownowage :

e mechaniczna - brak niezrownowazonych sit
e chemiczng - zachowana jest stata masa i sktad chemiczny

e cieplna - zalezna od typu ostony oddzielajgcej uktad od otoczenia np.
adiabatycznej

e proces adiabatyczny - proces, w ktérym nie zachodzi wymiana ciepta
miedzy ciatem i jego otoczeniem, zas praca sit zewnetrznych L przy przejsciu
od jednego stanu do drugiego nie zalezy od sposobu przejscia. To oznacza, ze
istnieje funkcja stanu W noszgca nazwe energii wewnetrznej uktadu, ktérej
przyrost w czasie jest rowny pracy dostarczonej uktadowi w tym czasie.



PIERWSZA ZASADA TERMODYNAMIKI

Zgodnie z zasada zachowania energii, w warunkach procesu adiabatycznego, bilans energetyczny
dla ciata poddanego dziataniu dowolnego obcigzenia opisuje | zasada termodynamiki:

Predkos¢ zmian energii wewnetrznej ukladu W w jednostce czasu jest rowna
pracy L wykonanej przez obciazenie zewnetrzne w tej jednostce (czyli mocy
obciazenia zewnetrznego).

L=W

Energia wewnetrzna moze by¢ przedstawiona jako suma energii potencjalnej W, i energii
kinetycznej W,.

W =W, + W,
Ograniczajac analize do obcigzenie statycznego (W, =0 ). Bilans energetyczny ma zatem postac:

L =W,

MOC SIt ZEWNETRZNYCH (przyrost pracy sit zewn. na przemieszczeniach)

L= ”qvi U; dS + ” X; u; dV d.i — sity powierzchniowe, X; — sity masowe
S %

- korzystajac ze stat. war. brzegowych + tw. Greena + row. Naviera + przeksztalcenia
macierzowe, otrzymuje sie rownanie stan mechanicznego, wigzgce zmienne stanu
zewnetrzne (q,i, P;) i wewnetrzne (oj , &j):

W, =L = ”jcu gjdv=U & - moc sit wewnetrznych
\%

Przyrost pracy sit zewnetrznych L w jednostce czasu jest réowny przyrostowi pracy sit
wewnetrznych U (i zarazem réwny przyrostowi energii potencjalnej V\/p)

GESTOSC ENERGII WEWNETRZNEJ @ - energia wewnetrzna na jednostke objetosci
W, = j”cb dv = W, = j”cb dv

o = Gij 8”

L 9&jj 00 .
68”' ot 6aij U
) oD .
Gij &jj :T%Sij
L
68”

Gij

WNIOSEK : gestosé energii potencjalnej (wewnetrznej) jest potencjatem sit wewnetrznych



DEWIATOROWO-AKSIJATOROWA POSTAC ROWNANIA STANU
W, =L = [[[o,&,av =[[[T, T.av
W, =L= |||y +A)D; +A.;)dV = |||(D;D, +A; A, +D; A, +A,D,)dV

) j J j + + f J j + + +

katwo wykazac: D,A,=A_D, =0

W, =L = ”J(DG D, +AgA,)dV
\Y%

ENERGIA POTENCJALNA DLA CIALA LINIOWO-SPREZYSTEGO

Prawo Hooke’a

D, =2GD, prawo zmiany postaci A, =3KA, prawo zmiany objetosci \ x d/dt
D, =2GD, A, =3KA,

Energia potencjalna

. 1 . 1 .
Wp = L = j\‘[I(ZGDG DG +RAG AG] dV

- addytywnos$¢ catkowania i zasady rézniczkowania

Wp = 26”.[5&( o Do )dv+7.”J.2dt(A Aol dV

”J—(D D.)dV + = msiK(AGAG)dv
\Y%

W, = zimD D, dV +%MAU A.dV =W, + W,

xjdt

\ energia potencjalna = energia odkszt. postaciowego + energia odkszt. objetosciowego

przeksztatcenia

I\J;IT TdV= m(DG +A_)D, +A)dV = IJJ(DGDE +D.A, +A D, +A_A )dV
D.A =A_D, =0

%QIT Tdv= %MD“DSO‘V + %J'\.UAUAEdV

W, :%mT T.dv
\Y




Gestosc¢ energii odksztalcenia postaciowego @

=

szzichDg dv = ji @, dV

o, -1p.D
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Gestosc¢ energii odksztalcenia objetosciowego @,

1 1
:EMAGAS dv = mcpv av = D, = AA,
agév) (o, +o,+0,)f
o, =
2
M(8X+8y+82)
Gestosc¢ catkowitej energii sprezystej @
wy = [[o av
"
W =W, +W, = |||D, dV + |||D, dV = ||| (D, +D,) dV
v = o, av ]l v < [,
D=0, +D,
QZE[G +0, +0. —2\/(6 6, +06,6,+0,0 )+2(1+v)( Z+ﬂ:§z)]

ENERGIA SPREZYSTA W UKLADACH PRETOWYCH

wp:m@dvzéwwx) M0, 2
_;Jl\ng(IX) +i,j (X)dx > ,IQ Q) 4
A S, (2)

g

Q(X)S,(2)
1, b(2)

oy < N0 MO,
Ay
Q(x) Sy (2)
27T b (2)
Oy =07 =Tyxy =Ty, =0

1
D ST [Gi +2(1+v)r§Z
2
] ]dv

U - energetyczny wspotczynnik scinania



