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1. DEFINICJA

Belki zespolone to belki, ktorych przekrdj poprzeczny sktada si¢ z co najmniej dwoch materiatow o rdéznych
wlasnosciach fizycznych (r6zne moduly Younga i wspolczynniki Poissona), przy czym zapewnione jest trwate
polaczenie poszczegdlnych czesci.

2. ZALOZENIA

2.1. Oznaczenia

Zatézmy tymczasowo (wyltacznie dla uproszczenia dalszej analizy), ze przekrdj belki sktada si¢ jedynie z dwoch
materiatow 1 przyjmijmy nastgpujace oznaczenia wielkosci wystgpujacych na rysunku 1 :

* y, z - osie glowne centralne przekroju traktowanego jak przekrdj jednorodny (osie ,,geometryczne” bez
uwzgledniania ré6znych wlasnosci materiatu)

*  Cy, C, - $rodki cigzkosci odpowiednio: catego przekroju, czgsei ,,17 1 czgsei ,,2” wyrazone w uktadzie (y, z)
* Ay, A, - pola powierzchni odpowiednio: czesci ,,17 1 cze$ci ,,2”

* E;, E; - moduly Younga odpowiednio: materiatu cz¢sci ,,17 1 czgscei ,,2”

Rys. 1 ,V v 2 ELA
”1” é

-

2.2. Zalozenia

t1)

* przekroj] posiada pionowa o§ symetrii ,,z
podtuzna belki

, a obciazenie lezy w plaszczyznie utworzonej przez t¢ o$ i 0§

* obowiazuje hipoteza ptaskich przekrojow (odksztalcenia zmieniaja sig liniowo po wysokosci przekroju)
€x =&, +K Z )

* jedynym niezerowym naprezeniem normalnym jest naprezenie o,. Z rownan Hooke’a wynika zatem, ze w
poszczegodlnych czg$ciach materialu musza zachodzi¢ relacje:

oy =E; (SO+KZ) 6x2=E; (80+KZ)) 2

2.3. Warunki réwnowaznosci sit zewnetrznych i wewnetrznych

Przy wyznaczaniu funkcji naprg¢zenia normalnego skorzystamy z twierdzenia o réwnowaznosci uktadu sit
zewngtrznych i wewngtrznych. Wynikaja z niego nastgpujace roOwnania rownowagi

N= ”Gdi = ” odA + ”zedA
A Aq Az
N=¢g, (E/ A +E; A;) +x (Ei Sy +E; Sy 3)

M=J‘J.cxX szzHcsxl sz+”GX2 zdA
A

Al Ao

M=2g, (E Sy +Es Sy2)+x By Ty +Es Iy “
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gdzie Sy, Sy, Jy1, Jy» to odpowiednio momenty statyczne i momenty bezwtadnosci czesci ,,1” i ,,2” obliczone
wzgledem geometrycznych osi cigzkosci (y, z).

Z réwnan (3) i (4) widac, ze wystgpuje sprzezenie tzw. stanu tarczowego (objawiajacego si¢ zmiang dlugosci osi
preta) i gietnego (objawiajacego sig ugigciem osi preta). W szczegolnosei z row. (3) widaé, ze np. sila osiowa N
wywoluje nie tylko odksztalcenie osi, ale takze jej ugiecie, co jest naturalna konsekwencja réznych wihasnosci
fizycznych przekroju. Zauwazmy, ze gdyby materiat byt jednorodny, tzn. E,=E,=E to :

N=g, EA+kE(S, +S,5) =€, EA

(moment statyczny przekroju wzg. osi cigzkosci =0) i stan gigtny wywotany sita podtuzng N nie wystepuje.

Z row. (4) wida¢ z kolei, ze moment zginajacy powoduje nie tylko ugiecie osi, ale takze jej odksztalcenie liniowe
(tzn. wydhuzenie badz skrocenie). Dla materialu jednorodnego otrzymaliby$my:

M =g, E(Sy +Sy2)+k E(J,1 +J,,) =k EJ,

a zatem rownanie jak w klasycznym prostym zginaniu belek o przekroju jednorodnym. Stan tarczowy wywotany
momentem zginajacym w takim wypadku nie wystgpuje.

Biorac pod uwage powyzsze uwagi, mozna postawi¢ pytanie czy i w przypadku belek o przekrojach
niejednorodnych materiatowo nie datoby sie przyjaé takiej ,.fikcyjnej osi cigzkoéci” y (,.fikcyjnej”, gdyz zaleznej
nie tylko od wymiaréw geometrycznych poszczegodlnych czesci przekroju, ale i ich wlasnosci fizycznych), ktora
umozliwitaby rozdzielenie stanu tarczowego i gigtnego (co oznacza, ze sita osiowa wywotuje tylko zmiang dtugosci
osi, a moment zginajacy powoduje tylko ugigcie osi belki), a tym samym pozwalataby podej$¢ do zagadnienia
mimosrodowego rozciagania belki o przekroju niejednorodnym, analogicznie jak w przypadku przekroju
jednorodnego.

Odpowiedz jest pozytywna - nalezy w tym celu spetni¢, wynikajacy jasno z rownan (3) i (4), warunek :
E;Si+E;S5=0 6))
gdzie Si,S5 to momenty statyczne czgsci ,,17 1,,2” obliczone wzglgdem nowej ,,0si cigzkosci” y*.
Rozpisujac row. (5) i korzystajac z rys. 2 otrzymujemy
Ei A (2o —2)+E; Ay (22 -2) =0

a po elementarnych przeksztatceniach otrzymujemy potozenie poszukiwanej poziomej osi y” :

E,
z' = E Sy +E>Sy, Sy + E, Sy2 _ Sy +nSy, 6)
- E1A1+E2A2 - A1+&A2 a A1+HA2
E,

W dalszej analizie 0§ y* bedziemy nazywac ,,sprowadzong” lub ,,wazona” osig cigzkosci.

Rys. 2 W4 E, A,
=
Ci<
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2.4. Sprowadzone (wazone) charakterystyki materialowo-geometryczne

Wprowadzmy nastgpujace ,,nowe” charakterystyki materialowo-geometryczne :

n=E,/E, waga @)
A"=A +nA, wazone pole (8)
Sys =Sy1 +n8y» wazony moment statyczny )
I"=I{ +nl} wazony moment bezwladnosci (10)

. . , . , . . . . . .k
gdzie I} ,J5 oznaczaja momenty bezwtadnoéci czesci ,,171,,2” obliczone wzgledem osi wazonej y .

. . . . .o , , .
Potozenie osi wazonej y okresla ,,standardowe” rownanie :

9]

* _ ys
Z' =" (1)

2.5. Rownania réwnowazno$ci w ukladzie wazonym

Zredukujmy sily przekrojowe M i N do $rodka uktadu wspétrzednych utworzonego przez o$ z i o§ wazona y .
Uklad sit bedzie si¢ wowczas sktadat z sity N i momentu M, ktérego wartosé, zgodnie z rys.1 12 wyniesie:

M =M+Nz" (12)
Zapiszmy rownania rownowaznosci w uktadzie osi (', z).

N=[[oda=[[odA+[[o:dA=E ¢ A/ +E kST +E; 6, Ay +E; xS3
A Ay A2

N=¢,E (A +nA,)=¢, EA" (13)

M’ =ﬂcx sz=Hol sz+Hc2 2dA=FE &, S +E k1 +E, £, S;+E, I}
A Aq A2

M® =i (E( J; +E> J3) =« B, (J] +0J3) =k E, J° (14)

2.6. Przekrdj zlozony z dowolnej ilosci czesci z roznych materialow

Przedstawione dotychczas obliczenia dotyczyly belek o przekrojach skladajacych z dwoch materiatow. Mozna je
bez zadnych trudno$ci uog6lni¢ na belki, ktorych przekrdj sktada si¢ z dowolnej liczby réznych materialow -
powiedzmy, ze liczba ta wynosi ,k”. Pozostawiajac szczegétowe rachunki czytelnikowi - ograniczymy si¢ do
podania ich wynikow. Przyjmujac materiat ,,1” jako material ,,odniesienia” (okresla si¢ go takze jako materiat
»porownawczy”’), mozemy napisac nastgpujace relacje :

n; =E;/E, i=1L..k waga (15)
k
A" ZZni A; wazone pole (16)
i=1
k
Sys = Z n; Sy wazony moment statyczny (17
i=1
K
' = Z n;J; wazony moment bezwladnosci (18)

. . . . .k . . . , .
Potozenie osi wazonej y wyraza sig takze teraz ,,standardowym” rownaniem :

Sys
A*

7z =

19)
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Réwnania rownowaznosci sit zewngtrznych 1 wewngetrznych sa identyczne jak (13) i (14), tzn.:

N=¢, E|A" M*=xE, J" (20)
przy czym A" i J opisane sa odpowiednio réwnaniami (16) i (18).
2.7. Wyznaczenie odksztalcenia liniowego i krzywizny osi belki

Z réwnan (12), (13) i (14) lub w ogoélnym przypadku z rownan (12) i (20) otrzymujemy krzywizng i odksztalcenie
osi belki w postaci:

M" N
K= * Eo =T x 21
EJ ° EA S
2.8. Odksztalcenia i naprezenia w przekroju zespolonym
Catkowite odksztatcenie liniowe &, (zgodnie z przyjgta na wstgpie hipoteza Bernouli’ego) wynosi :
1 ( N M )
€y =— —+— Z' 22
TE AT (22)
Zmienna z’ obliczana jest od osi wazonej y".
Naprezenia w poszczegolnych czgsciach przekroju poprzecznego okreslone sa zatem roéwnaniami:
N M )
Gy =N —+— 7' 23
i @

3. ALGORYTM OBLICZEN DLA DWUMATERIALOWEGO PRZEKROJU ZESPOLONEGO

Dla utatwienia obliczen dla czgsto stosowanych belek zespolonych sktadajacych sig¢ z dwdoch materiatow zestawmy
wzory i podajmy kolejnos¢ ich stosowania. Algorytm obliczania napr¢zen normalnych jest nastgpujacy :

1. Wyznaczy¢ potozenie gtdéwnych, centralnych osi bezwtadnosci przekroju (osi czysto geometrycznych)

2. Obliczy¢ wagg, wazony moment statyczny przekroju wzgledem osi glownych centralnych i wazone pole
przekroju

n=E,/E,
Sys =Sy1 +n Sy
A=A +nA,
3. Obliczyé potozenie osi wazonej y” wzgledem uktadu gldwnego centralnego

Sys
A*

*

7z =

4. Obliczy¢ wazony moment bezwtadnosci wzgledem osi 'y’

J'=J+nl;
5. Dokonaé redukgji sit przekrojowych do srodka uktadu wazonego - obliczy¢ M.
6. Obliczy¢ naprgzenia normalne w czgsciach sktadowych przekroju poprzecznego

M*
+—Z Ox2 =N Oy

SN
xl—A* T

Wspohzedna ,,z” odmierzana jest od osi wazonej y . Znaki naprezen nalezy dobraé tak jak w przypadku ,,zwyklego
,» mimosrodowego rozciagania ( naprgzenie rozciagajace - dodatnie, Sciskajace - ujemne).
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4. Przyklady

Przyklad 1.

Wyznaczy¢ rozktad naprezen normalnych w przekroju zespolonym pokazanym na rysunku. Moment zginajacy
M=3.5 kNm rozciaga wtokna dolne. Moduty sprezystosci wynosza E,=7 GPa, E,=140 GPa.

8.15
15

V<

v

1.3

S
27

Rozwiazanie:

Potozenie osi gtdéwnych centralnych jest znane bez obliczen. Korzystajac z podanego algorytmu otrzymujemy :

n=140/7 =20
Sys =10x15x (8.15-75)+20x 10 x 13 x [~(8.15— 0.65)] = —1852.5 cm?

A" =10x15+20x10x 1.3 =410 cm?

_10x153
12

3
J* +10x 15 x (81575 + 452)2 +20X|:%

+10x 1.3 x (815-0.65- 4.52)2} =9167 cm*
M" =M =35kNm

35
9167 x1078

Ox2 =20x(-=3822)=-7636z MPa

Oy = — zx1073 [MPa]=-382z [MPa]

Rozktad napr¢zen przedstawia nastgpujacy rysunek

A 7z
Rea ) 483
.67 o [MPa]
| - y* N
27 i 17.8 0.89
> 3.63 277 @ |
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Przyklad 2.

Wyznaczy¢ rozktad naprgzen normalnych w przekroju zespolonym pokazanym na rysunku. Moment zginajacy
M=490.5 kNm rozciaga wtokna dolne, rozciagajaca sita podtuzna N=500 kN. Cz¢$¢ przekroju ,,1” to dwuteownik
»550” wykonany ze stali St3S, materiat ,,2” to beton B20. E;=210 GPa, E,=23 GPa.

z

»2” 20 M=490.5 kNm

1 18.1
»l” 55 |52

« VY ‘}%

33.9 N=500 kN

20

Rozwiazanie:

Z tablic ksztaltownikéow odczytujemy dane dla dwuteownika ,,550” : A;=213 cem? , J=99180 c¢cm*. W celu
wyznaczenia potozenia osi gtéwnych centralnych bezwladnosci nalezy najpierw okresli¢ potozenie srodka cigzkosci
przekroju. Wykorzystamy dowolnie przyjeta ( np. wzdhuz dolnej krawedzi dwuteownika) prosta a.

Se =400 x 65+ 213 x 27.5 = 31858 cm? A =400+213= 613 cm?
7, =31858/613=52cm
Korzystajac z podanego wcze$niej algorytmu otrzymujemy :

n=23/210=011
Sys = 213 x [~(52 = 275)] + 011 x 400 x (65 — 52) = — 4647 cm?

A" =213+011x 400 =257 cm?
z" =-4647/257=-181cm

7" =99180 + 213 x (33.9 — 27.5)% + 0.1 1 x [204/12 +400 x (65— 33.9)%]=151928 cm*

y
y M = 490.5 — 500 x 0181 = 400 KNm
N=500 kN N=500 kN
oa=—299 103200 103,-195-26332 [MPa]
257 % 104 151928 x 10~

Gxy =N 0y =215-289z [MPa]

Rozktad naprezen przedstawiono na rysunku :

A Z 9.8
»2” 20 39 @
21.1 !* 36.1
»1” 339 .
108.8
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Przyklad 3.

Sprawdzi¢ czy belka wolnopodparta o dilugosci L=4 m wykonana z polozonej na plask deski o przekroju
prostokatnym o wymiarach 1.8x10.0 cm jest w stanie przenies¢ sitg P=100 N, umieszczona w potowie rozpigtosci
belki. W przypadku odpowiedzi negatywnej sprawdzi¢ czy belka po podbiciu jej od spodu blacha aluminiowa o
grubosci 0.2 cm jest w stanie przeniesc sit¢ P. Stale materialowe wynosza:

e dla drewna (materiat ,,1”) : E;=10 GPa, R;;=7 MPa, R;;= 10 MPa

e dla aluminium (materiat ,,2”) : E;=70 GPa , Ry = R,:=R,= 50 MPa

Rozwiazanie:

A. Belka drewniana

Moment maksymalny wynosi Mupwx =PL/4=100x4/4=100 Nm= 0.1 kNm
Wskaznik wytrzymatosci przekroju W=bh?/6=10x182/6=54cm3 =54x10"° m?
Naprezenie maksymalne rozciagajace O maxr = M max / W =185MPa >R,

Naprezenie maksymalne Sciskajace O maxs = M max / W =185MPa > R

Tak wigc belka drewniana nie jest w stanie przenies¢ sity P., gdyz zarowno maksymalne napr¢zenia rozciagajace,
jak i $ciskajace przekraczaja odpowiednio wytrzymatos$¢ na rozciaganie i na $ciskanie.

B. Belka zespolona

»1” 1.0 113375

vy

y L0 To0.4625

02 T B

Korzystajac z podanego wcze$niej algorytmu otrzymujemy :

Waga n=70/10=7

Wazony moment statyczny Sys =10x 1.8 x 0.1+ 7 x10x 0.2 x (-0.9) = - 10.8 cm?
Wazony pole przekroju A" =10x18+7x10x0.2=32cm?

Potozenie osi wazonej z"=-108/32=-03375cm

Wazony moment bezwtadnosci

3 3
e = 10x187 g, (0.9-0.4625)2 +7x [%m X (0.4625+0.1)2} —12.78 cm* =12.78x 108 m*
Naprezenia w warstwie drewnianej o =- S U S— x1073 z [MPa]=-7825z [MPa]
pre ! 1T T 1278 %107 '
maksymalne rozciagajace Olmaxr = — 7825 x (—0.004625) = 3.62 MPa < Ry,
maksymalne $ciskajace ‘Glmaxs = |— 782.5 x 0.013375| =105MPa >R,
Naprezenia w warstwie aluminiowe;j c,=706,=-54775z [MPa]
minimalne rozciagajace O 2minxr = — 34775 % (—0.004625) =253 MPa <R,
maksymalne rozciagajace G 2minxr = — 54775 % (—0.006625) =363 MPa <R,

Takze belka zespolona nie przeniesie sity P, gdyz przekroczona jest o 5% wytrzymato$¢ warstwy drewnianej na
$ciskanie.
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5. NAPREZENIA STYCZNE

5.1. Zalozenia
e materialy ulozone sa tak, ze wykonujac przekroj prosta z=const. przecinamy tylko jeden materiat,
e przyjmujemy zatozenia identyczne jak w przypadku zginania poprzecznego pretow jednorodnych

e zamiast rzeczywistego rozktadu naprezenia t,, przyjmuje sie usredniony rozktad o statej wartosci 5,

A Z
/é; | e—
o / = \ o
Txy i e e B
v AR S 4
) 2l 4 —~Y *
T Y T*xz 4 y
Txz -
2,27

5.2. USrednione naprezenie styczne Ty,

e przekrdj przez materiat ,,1”

* warunek rownowagi sit

[[(ou+don)da— [[ou dA+tiabz)dx=0 (24)
Al(2) Al(z)
Hdcxl dA =—1}, b(z)dx (25)
A1(z)

- zalozenie : sita podtuzna N jest przedziatami co najwyzej stata; stad :

do,, = dMJ—(X) . (26)
dMJ—*(X) ”sz:—r’;xl b(z) dx (27)
Ai(2)
. dM*(x) 1 1 =,
[[zaa, = o T S ® (28)

Al1(2)
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Q(X) S/ (Z)

*
Txzl = Tzxl = Tzxl = Txal = J* b( )

gdzie A(z) oznacza odcigta czg$¢ przekroju nalezaca catkowicie do obszaru ,,17, St (z)-

obszaru A,(z) wzgledem osi wazonej y .

e przekroj przez materiat ,.2”

Ox2

dx

* warunek rownowagi sit

29

moment statyczny

j’j cutdoy)dA+ [[(ox+dos)dA- “le dA- [[ondA+Tub(z)dx=0  (30)

A2(2) A2(2)

ﬂdcxl dA+ [[do dA=—1; b(z) dx

A2(2)
- zalozenie : sila podluzna N jest przedziatami co najwyzej stala; stad :

dM* dM*
dcxlzjz dcxlzn%

i z

dMJ—:(X) UszJrn ”ZdA =— 1, b(z) dx
Al

Az(2)
® X ® r=x]
Tzx2 = J?l()(;) [Sl +1n SZ (Z)]
Txz2 = Tzx2 = TZXZ =Tx2 = b (X) [Sl +n SZ (Z)]

(€2))

(32)

(33)

(34)

(35)

gdzie A,(z) oznacza te cze$¢ odcietej czesci przekroju, ktora nalezy do obszaru ,,2”, S| oznacza moment statyczny

obszaru Ay, za§ S; (z) to moment statyczny obszaru Ax(z) wzgledem osi wazonej y .
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5.3. Przyklady
Przyklad 1.

W przekroju zespolonym jak na rysunku obliczy¢ naprezenie styczne w miejscu polaczenia warstw oraz we
wloknach okreslonych wspotrzedng z = -3 cm. Sita poprzeczna Q=10 kN. Moduly sprezystosci wynosza E;=7 GPa,

E,=140 GPa.
A 7
12.6683
15
y*
23317 -
3 1 13 136317
10
S

Rozwiazanie :

Przy rozwiazaniu tego zadania postuzymy si¢ rozwiazaniem przyktadu 1 z pkt.4, zwigkszajac jedynie doktadnosé
wynikow. Potrzebne wielko$ci geometryczne pokazano na rysunku. Przypomnijmy ponadto, ze: n=20, '=9167 cm”.

polaczenie warstw

obliczajac naprezenie od strony warstwy ,,1” wyznaczmy najpierw moment statyczny warstwy ,,1” :
S =Si =15x10x (7.5-23317) = 77524 cm?

QX)SI'(® _10x77524x10°¢

- 1073 = 0846 MPa
1" b(2) 9167 107 0.1

wg wzoru (29) Tyl =

naprezenie w miejscu potaczenia mozna takze policzy¢ od strony warstwy ,,2”. Moment statyczny tej warstwy
Wynosi

Sy =S5 =13x10x (23317 + 0.65) = 38.762 cm?

— —6
wg wzoru (35) Tar = J?é’(‘)) n'Ss(z) = 10x20x38762x107 13 _ 846 MPa
Z

9167 x 1078 0.1

warstwa z =-3 cm

napre¢zenia w warstwie ,,2” wyznaczymy ze wzoru (35) Txz2 = %’E))[ST +nS; (z)]
z
korzystajac z ,,gornej” odcigtej czgsci przekroju obliczamy jej moment statyczny:
St =77524 cm? S5 =(3-23317)x10x (2.3317 +L23317) = 17816 cm®

10 x (775.24— 20 x 17.816) x 1070

1073 =0.457 MPa
9167 x107% 0.1

Txz2 =
napregzenie we widknach z = - 3 cm mozna réwniez policzy¢ korzystajac z ,,dolnej” odcigtej czesci przekroju.
Moment statyczny tej warstwy wynosi

S5 =(3.6317-3) x 10 x (3+0.6317 / 2) = 20.946 cm?

_10x20x20946x107°

1073 =0.457 MPa
9167 x 1078 0.1

xz2
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6. NAPREZENIA STYCZNE - PRZEKROJ NIEWARSTWOWY

6.1. Zalozenia

materiaty ulozone sa symetrycznie wzglgdem osi z,
przyjmujemy zatozenia identyczne jak w przypadku zginania poprzecznego pretow jednorodnych
zamiast rzeczywistego rozktadu naprezenia t,, przyjmuje sie usredniony rozklad o statej wartosci T%,

sita podtuzna N jest przedziatami co najwyzej stata

odksztalcenie katowe vy, (= 7.x) we wszystkich punktach prostej z=const.( przekrdj o-o) sa takie same, tzn.
Vxz1 = Vxz2

v

6.2. Usrednione naprezenie styczne Ty,

*

Ox2 + deZ

warunek rownowagi sit

”(Gx1+d0x1)dA+ ”(ze +dcx2)dA— ” o, dA - ”ze dA +

A1(z) A2(2) A1(z) A2(2)
+ 7o bi(z) dx + 1} by(z) dx =0 (36)
odzie b(z) = by(2) + b, (2) 37)
”dcxl dA+ Udcxz dA = -1, b(z)dx — 1}y ba(z) dx (38)

A1(2) Az (z)
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dM* dM”
dc)d:#Z dGXIZH#Z (39)
J J
dM”*
—dx(X) Ji* ”ZdAJrn ”sz = — 5 b1(2) = 152 ba(2) (40)
Al(2) A2(2)

Z prawa Hooke’a oraz na mocy przyjgtego zatozenia o stalych odksztalceniach katowych otrzymujemy relacje:

Tle = Gl sz T;XZ = G2 sz (41)
S'(z)+S;
Q(X)[ 1 gz*)'F 2(Z)] Z[Glbl(Z)-’erbz(Z)]’YZX (42)
Q) [S'(2) +5:(2)]

(43)

zX

- I'[G1bi(2) + G1by (2)]

gdzie :

o A(z), Ax(z) - odcigta czes¢ przekroju nalezaca do obszaru odpowiednio ,,1” lub ,,2”,

e S (2), S5 (z) - moment statyczny obszaru odpowiednio A(z) lub A,(z) wzgledem osi wazonej y.

Z réwnania (41) po wykorzystaniu (43) otrzymujemy rozktady naprgzen stycznych w poszczegoélnych materiatach
tworzacych przekrdj poprzeczny w postaci :

Q) [S/(2)+ S5 (2)] Q) [S/(2)+S;(2)]

w2 =Gy — 44
' 1°[Gibi(2) + Gabs (2)] a2 =2y [G1b1(2) + G1bs (2)] “9

Txzl =




