PODSTAWOWE TYPY LAMINATOW WARSTWOWYCH
LAMINATY SYMETRYCZNE | ANTYSYMETRYCZNE

Wybrane typy regularnosci w ukladzie warstw laminatu
Klasyfikacji laminatéw

Macierze sztywnosci i podatnosci dla typowych laminatéw.

5.1. Klasyfikacja kompozytow

5.1.1. Definicje, okres$lenia

W celu utatwienia dalszej lektury zostang ponizej podane stosowane w kolejnych wyktadach
okreslenia, definicje i wynikajgce z nich wnioski. Ze wzgledu na brak w niektorych przypadkach
dobrych polskich odpowiednikéw termindw anglojezycznych, podano obok uzytych terminéw polskich
ich oryginaty angielskie.

1. Warstwa laminatu - pod pojeciem tym rozumie si¢ grupe potgczonych ze sobg pojedynczych
warstw kompozytowych o tej samej orientacji. Przyktadowo w laminacie o kodzie [ 0°/90°2/-45°3]
sg trzy warstwy, tzn. 0°, 90°, i -45°3 .

2. Laminat symetryczny. Laminat jest symetryczny, jezeli zachodzg nastepujgce 2 warunki
0(z) = 6(-2) (5.1)
Qij(2) = Qij(-2) (5.2)

Pierwszy z tych warunkdéw oznacza symetrie utozenia warstw wzg. ptaszczyzny srodkowej
(symetria geometryczna), a drugi symetrie modutéw sztywnosci (symetria materiatowa). W dalszej
czesci bedziemy przyjmowaé, ze drugi warunek jest zawsze spetniony, co oznacza ze laminat
ztozony jest z warstw tego samego materiatu kompozytowego.

3. Laminat antysymetryczny. Przy zatozeniu symetrii materiatowej, warunek antysymetrii laminatu
dotyczy wytgcznie jego cech geometrycznych i ma postac

0(z)=- 6(-2) (5.3)
4. Laminat regularny. Jest to taki laminat, w ktérym wszystkie warstwy majg te samg grubos¢, tzn.
ti=t/N i=1,2,..,N (5.4)

gdzie N oznacza liczbe warstw laminatu, t - jego grubosé.
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Laminat zréwnowazony”). W celu zdefiniowania tego pojecia oznaczmy symbolem K liczbe
warstw o réznej orientacji kgtowej (np. w laminacie [40°5/ -30°2/ -40°5/ -30°3], K = 3). Laminatem
zrownowazonym bedziemy nazywac laminat, w ktérym objetoSciowy udziat tych warstw jest taki
sam, tzn.

vi=1/K i=1,2 ..K (5.5)

Laminat o poprzecznym ukladzie warstw lub krotko laminat poprzeczny lub czesciej
nazywany, jako krzyzowy (ang. cross-ply laminate) - laminat sktadajacy sie wytacznie z warstw
0°1i90°.

Laminat o katowym ukladzie warstw lub krétko laminat katowy (ang. angle-ply laminate) -
laminat skfadajacy sie wylacznie z warstw +a., -a. .

Laminat dowolny - laminat o catkowicie dowolnym uktadzie geometrycznym warstw ( tzn. ani nie
symetryczny, ani nie antysymetryczny).

Z podanych powyzej definicji, a takze prostych rozwazan geometrycznych wynikajg nastepujgce
whnioski

1.

Kazdy laminat symetryczny musi sie sktadaé z nieparzystej liczby warstw.

Wynika to z faktu, ze wszystkie warstwy znajdujgce sie po jednej stronie powierzchni srodkowej
majg swoich "blizniakdw" po jej przeciwnej stronie. Wyjatek stanowi warstwa srodkowa, przez
ktéra przechodzi ptaszczyzna srodkowa, w zwigzku z czym jest ona "jedynakiem", a zatem liczba
warstw musi by¢ liczbg nieparzystg ("2n+1").

Kazdy laminat antysymetryczny musi sie sktada¢ z parzystej liczby warstw.
Dowdd jest prostym ¢wiczeniem dla czytelnika.
Laminat symetryczny i regularny nie moze by¢ zrownowazony.

Regularnos¢ oznacza, ze grubosci wszystkich warstw sg identyczne. Z symetrii wynika, ze laminat
sktada sie z par warstw , co w potgczeniu z pierwszym stwierdzeniem prowadzi do konkluzji, ze
objetosciowy udziat kazdej pary musi by¢ taki sam. Nie dotyczy to jednak warstwy srodkowej
laminatu, ktoéra nie tworzy pary, jej udziat objetosciowy musi zatem by¢ dwukrotnie mniejszy od
udziatu pozostatych warstw. W efekcie laminat nie moze by¢ zréwnowazony.

Laminat symetryczny i zrbwnowazony nie moze by¢ regularny.
Ta wlasnos¢ jest konsekwencjg rozumowania odwrotnego do przedstawionego powyze;j.
Laminat antysymetryczny, tak krzyzowy, jak i katowy jest zawsze zrownowazony.

Laminat antysymetryczny obu typdw mozna zapisa¢ ogdlnie w postaci
............. Oal-aploc/-oglogl/-oclop/-Olg..eeeeennnn... (5.6)

Dla laminatu poprzecznego przez "o." nalezy rozumie¢ konfiguracje 0°, a przez "-a." - 90°.

Z (5.6) wynika, ze liczba pojedynczych warstw "a." wynosi ...+at+c+d+b+..., a warstw "- a" -
...+b+d+c+a+..., czyli tyle samo, co oznacza, ze takze objetosciowy udziat obu typow warstw musi
by¢ taki sam, a to z kolei oznacza, ze laminat musi by¢é zrownowazony.

Jezeli dodatkowo zachodzi warunek ...=a =b =c¢ =d =..., to laminat jest takze regularny.
Laminat antysymetryczny, o dowolnym utozeniu warstw moze nie by¢é zrownowazony.

Jako dowdd wystarcza przykiad potwierdzajgcy teze - [30°/15°2/-40°3/40°3/-15°2/-30°]. Widag¢, ze
Vv30= V-30=1/12; v15= v-15=1/6 ;Vv40= V-40=1/4.

*) Okreslenie "laminat zrownowazony" uzywane jest w literaturze w odniesieniu do laminatéw kgtowych i oznacza
laminaty o jednakowej ilosci warstw +a i -a.. Definicja wprowadzona powyzej obejmuje te sytuacje jako przypadek
szczegOlny.
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5.1.2. Klasyfikacja kompozytow

Dokonanie klasyfikacji wszystkich mozliwych kompozytéw jest niemal niewykonalne ze wzg. na
wielos¢ kryteridw, wedle ktérych mozna przeprowadzi¢ takg klasyfikacje, jak i wrecz nieograniczong
swobode w ksztattowaniu ich uktadu geometrycznego. Gdyby uwzgledni¢ kompozyty hybrydowe tzn.
takie, w ktérych warstwy réznig sie materiatem, to stopien komplikacji radykalnie rosnie. Klasyfikacja
przedstawiona w tym wykladzie przyjmuje jako kryterium - cechy geometryczne kompozytéw, a
ponadto ogranicza sie do kompozytdw najczesciej stosowanych (pojedyncze warstwy i laminaty).
Klasyfikacja ta przedstawiona jest na rys. 5.1, na ktdrym uwidoczniono takze mozliwe kombinacje
réznych cech laminatéw. Na jej podstawie, w nastepnych podrozdziatach bedg podane macierze
sztywnosci dla poszczegdlnych typdw kompozytéw. Dla lepszego zrozumienia tej klasyfikacji, w tabeli
5.1 zamieszczono zestawienie typow, z podaniem przykfadowych kodoéw laminatow.

Dokonana klasyfikacja stuzy przede wszystkim wprowadzeniu porzgdku i przejrzystosci w
nazewnictwie laminatéw (mozna powiedzie¢, ze w pewnym stopniu ma ona taki sam cel jak podziat
materiatéw "standardowych - np. na stale weglowe, niskoweglowe, stopowe, zeliwo, staliwo, stopy,
metale kolorowe itd.). Nie mozna natomiast powiedzie¢, ze z przynaleznoscig do kazdej z
wyréznionych klas wigzg sie zawsze uproszczenia w budowie np. macierzy sztywnosci.

| IZOTROPOWAl SPECJALNIE OGOLNIE
ORTOTROPOWA | | ORTOTROPOWA

WARSTWA LAMINAT
SYMETRYCZNY ANTYSYMETRYCZNY
WARSTWY
IZOTROPOWE
[QuAsl-izoTROPOWY
DOWOLNY | [kaTOWY || POPRZECZNY DOWOLNY | [ KATOWY | [ POPRZECZNY |

' R,z] [RNz ]| [NRZ] [NRNZ R,z | [RNz | [NR,Z] [NRNZ

R,Z - regularny, zréwnowazony NR, Z - nieregularny, zrbwnowazony
R, NZ - regularny, niezréwnowazony NR, NZ - nieregularny, niezrownowazony

Rys. 5.1. Klasyfikacja podstawowych laminatéw i pojedynczych warstw.

Czesto bywa tak, ze uproszczenia wystepujg, ale nieograniczona dowolnosé w utozeniu warstw
laminatéw, nawet nalezgcych do tej samej grupy, uniemozliwia ich wspdlny zapis formalny i zarazem
formalny zapis tych uproszczen (przyktadowo - z tych samych warstw mozna zbudowaé laminaty o
kodach: [0/903/02/90/02/90/02/903/0], [02/903/0/90/02/90/0/903/02], [03/903/02/902/02/903/03], itd.,
wszystkie nalezgce do grupy laminatéw symetrycznych, poprzecznych, zréwnowazonych, a przeciez
réznigce sie liczbg warstw, ich gruboscig i kolejnoscig).

W kolejnych puktach bedg oméwione podstawowe grupy kompozytéw, wraz z mozliwie najprostszymi,
0golnymi postaciami macierzy sztywnosci. Obliczenia bedg pominiete, gdyz w wielu przypadkach sg
dtugie — dociekliwy czytelnik moze je potraktowac, jako zadanie do samodzielnego wykonania.
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KONFIGURACJA LAMINATU
CECHY LAMINATU Krzyzowa Katowa Dowolna
Regularny, zrbwnowazony nie istnieje | nie istnieje nie istnieje
SYMETRYCZNY | Regularny, niezrownowazony 0/90/0 ol-o la 0/20/0
Nieregularny, zrbwnowazony 0/90,/0 ol-ap/a 0/20,/0
Nieregularny, niezrbwnowaz. 0/903/0 ol-az/a 0/203/0
Regularny, zréwnowazony 0/90 al-a 0/20/-20/90
ANTY- Regularny, niezréwnowazony nie istnieje | nie istnieje 90/0/20/-20/90/0
SYMETRYCZNY | Nieregularny, zrbwnowazony 0/902/02/90 | a/-aplap/-oo | 90/0/202/-202/90/0
Nieregularny, niezréwnowaz. nie istnieje | nie istnieje | 90/0/203/-203/90/0

TABELA 5.1. Przyktady kodoéw typowych laminatow

5.2. Kompozyty symetryczne

Podstawowg i wazng witasciwoscig wszystkich kompozytéw symetrycznych, bez wzgledu na ich
dalsze cechy, jest to, ze macierz sztywno$ci sprzezen jest macierzg zerowg

Bij =0 (5.7)

Wynika to wprost z postaci réwnania (4.26), okreslajgcego elementy tej macierzy. Ze wzgledu na
symetrie, kazdej warstwie odpowiada jej zwierciadlane odbicie wzgledem pfaszczyzny Srodkowej,
réznigce sie jedynie znakiem wspotrzednej srodka ciezkosci. Tak wiec sumy odpowiednich iloczynow
dla kazdej pary warstw muszg sie zerowac.

Z tego samego powodu co powyzej, w kompozytach symetrycznych nie mogg wystgpi¢ wypadkowe
momenty termiczne, tzn.

{MT} = {0} (5.8)

To sprawia m.in., ze laminaty symetryczne nie wykazujg tendencji do ulegania zwichrzeniu w czasie
utwardzania po procesie laminacji.

W konsekwencji rownan (5.7) i (5.8) réwnania fizyczne dla kompozytu symetrycznego sg zawsze
rozprzegniete i przyjmujg postac

N} =[al k] (5.9)
M} =[D] {’((’} (5.10)

Po odwrdceniu powyzszych réwnan, odksztatcenia w dowolnej warstwie laminatu wyrazajg sie
zwigzkiem

{e}=[AI*{N}+z D] {m} (5.11)

Korzystajgc z réwnania (4.50), rownania fizyczne, okreslajgce naprezenia w "k-tej" warstwie laminatu
symetrycznego mozna zapisa¢ w postaci

o= RUAT N} + R {AT*NT |- )T f+ 2 R [DT M) 5.12)
Dla stanu tarczowego réwnanie to upraszcza sie do postaci
oh=RLIAI N} + R A INT - T (5.13)

Dalsze uproszczenia, dotyczgce w szczegolnosci macierzy sztywnosci tarczowej i zginania, mozliwe
sg dla laminatow charakteryzujgcych sie nie tylko symetrig, ale dodatkowo innymi, specyficznymi
cechami budowy geometryczne.
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5.2.1. Pojedyncze warstwy

Indywidualna warstwa, z oczywistych powodow zawsze jest symetryczna wzgledem ptaszczyzny
srodkowej. Nie tworzy ona oczywiscie laminatu, ale dla tatwiejszego zrozumienia dalszych rozwazan
zostang tu przypomniane podstawowe wiadomosci jej dotyczace. W rownym stopniu odnoszg sie one
réwniez do specyficznego rodzaju laminatu, jakim jest uktad wielu pojedynczych warstw potgczonych
ze sobg, identycznych pod wzgledem materiatowym i utozonych w identyczny sposdb geometryczny.
Taki laminat makroskopowo tworzy jedng warstwe. Omowiona bedzie takze warstwa izotropowa, ktéra
moze by¢ kompozytem (np. kompozyt z drobno pocietymi widknami, losowo roztozonymi w matrycy),
ale z reguly nim nie jest. Uktad réznych warstw izotropowych stanowi juz jednak klasyczny laminat
(np. bimetale), totez celowe jest wigczenie do analizy takze pojedynczej warstwy izotropowe;j.

¢ Warstwaizotropowa

Jedyne dwie niezalezne state sprezyste dla warstwy izotropowej to modut Younga E i wsp. Poissona v.
Modut scinania G jest zalezny od E i v. Macierz sztywnosci, znana z teorii sprezystosci, ma postac

1 v 0
Rl=|v 1 0 K K=& 5 (5.14)
00 1-v)/2 -V

Mozna jg takze uzyskac jako szczegodlny przypadek anizotropii, korzystajgc np. ze zwigzkéw (2.42),
ktadgcw nichE1 =E2=E, vio = vo1 = V.

Ze wzgledu na fakt, ze materiat izotropowy jest niewrazliwy na zmiane kierunku, zredukowana i
transformowana macierz sztywnosci muszg by¢ oczywiscie identyczne. Wykazanie tego trywialnego
spostrzezenia w oparciu o zaleznosci obowigzujgce dla materialu anizotropowego moze stanowié
dobry sprawdzian poprawnos$ci tych zaleznosci. Korzystajac z macierzy (5.14), natychmiast widac¢ z
réwnan (3.20), ze wspoétczynniki transformacyjne U, i U3z wynoszg 0, za$ pozostate przyjmujg postac

U1 =K Usa=Kv Us=K(1-V)/2 (5.15)

Bioragc pod uwage (5.15) i zaleznosci transformacyjne ujete w tabeli 3.2 fatwo stwierdzi¢, ze prowadzg
one dla przypadku izotropii do oczekiwanego rezultatu, gdyz istotnie otrzymujemy z nich, ze

R]=[a] (5.16)
Korzystajgc z rownan (4.25) i (4.27) otrzymujemy macierze sztywnosci tarczowe;j i gietnej

[A]=[Q]t (5.17)
[D]=[Q]t* /12 (5.18)

¢ Warstwa kompozytowa w konfiguracji osiowej (warstwa specjalnie ortotropowa)

Zredukowana macierz sztywno$ci [Q] okreslona jest przez zwigzek (2.42) i ma postac (5.19). Macierz
transformowana jest w tym przypadku tozsama z macierzg zredukowang. Korzystajgc z ogdinych
postaci macierzy sztywnosci tarczowej — réw. (4.25) i sztywnosci zginania — réw. (4.27), otrzymamy szczeg6lne
postacie tych macierzy dla warstwy specjalnie ortotropowej w formie réwnan odpowiednio (5.20) i (5.21)

I Eq Eivoy 0 ]
1-vipvyy l1-vipvy
— E, v E
Ql=1Q|= 2 V12 2 0 (5.19)
[ ] [ ] 1-vipvyy l1-vipvy
0 0 Gio
[A]=[Q]t (5.20)
[D]=[Q]t3 /12 (5.21)
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. Warstwa kompozytowa w konfiguracji nieosiowej (warstwa ogo6lnie ortotropowa)

Zredukowana macierz sztywnosci ma postac (5.19). Macierze: transformowana, sztywnosci tarczowej
i zginania otrzymuje sie w wyniku zastosowania procedury przedstawionej na rysunku 4.5. Postaci
tych macierzy dla warstwy ogdlnie ortotropowej sg ostatecznie nastepujgce

[A]=]Q]t (5.22)
[D]= [6]t3 /12 (5.23)

Nalezy tu zwréci¢ uwage na fakt, ze w warstwie ogdlnie ortotropowej, w odréznieniu od specjalnie
ortotropowej, wystepuje sprzezenie styczne (tzn. sprzezenie sit osiowych Ny i Ny z odksztatceniami

katowymi yyyy, jak i sprzgzenie normalne (sprzezenie sit stycznych Nyy z odksztatceniami liniowymi
Ex 1 &y), gdyz Ajg | Arg majg wartosci rozne od zera ( w warstwie specjalnie ortotropowej sg rowne
zero).

Podsumowanie

Na zakonczenie rozwazan dotyczgcych pojedynczych warstw tak izotropowych, jak i ortotropowych,
nalezy zauwazy¢, ze niezaleznie od typu warstwy macierze sztywnosci tarczowej i zginania mozna
zapisac w postaci

[A]=[Q]t (5.24)
[D]=[Q]t* /12 (5.25)
Po odwréceniu tych zaleznosci otrzymujemy

(AT =[]/t (5.26)
DIt =[Q] 12/t (5.27)

Z rownania (4.54) wynika, ze wektor sit termicznych w przypadku pojedynczej warstwy jest okreslony
zwigzkiem

{NT }= AT t[Q]a} (5.28)

Po wstawieniu powyzszych zaleznosci do réwnania fizycznego w postaci (5.12) i wykorzystaniu
zaleznosci macierzowe;j

Rlkl™ = (529

otrzymujemy réwnania okreslajgce naprezenia w pojedynczej warstwie w postaci

{a}:%{N}H {m}ﬁ (5.30)

Z réwnan (5.30) wida¢, ze w kompozycie jednowarstwowym naprezenia catkowite, na ktére sktadajg
sie naprezenia mechaniczne i cieplne nie zalezg od réznicy temperatury utwardzania (laminacji) i
eksploatacji, cho¢ same naprezenia termiczne przy AT = 0 sg niezerowe.

5.2.2. Laminaty o katowym ufozeniu warstw

Symetryczne laminaty katowe to takie laminaty, w ktérych warstwy sg ufozone symetrycznie
wzgledem ptaszczyzny Srodkowej i ktérych potozenie okreslone jest wytgcznie katem £ o .

Korzystajgc ze wzoréw transformacyjnych zamieszczonych w tabeli 3.2, strukture transformowanych
macierzy sztywnosci dla warstw +a i warstw -o. mozna przedstawi¢ nastepujgco
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Qu Qi Qi Qu Qu —Qu
Q"= Qrx Qe| . Q= Qx —Qu (5.31)
666 566

Przypomnijmy takze, ze warunek symetrii powoduje, ze laminat musi sie skfadac z nieparzystej liczby
warstw, ktérg oznaczmy symbolem N. Liczbe warstw +a oznaczmy P, a liczbe warstw -a - literg R.
Muszg zachodzi¢ warunki

N=P+R P-R=# (5.32)
Objetosciowy udziat dowolnej "k-tej" warstwy wynosi

Vi =t [/t (5.33)
gdzie ty - grubos¢ warstwy "k", t - catkowita grubos¢ laminatu.

W celu wyznaczenia unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej [A] nalezy obliczyé
wspotczynniki okreslone réwnaniem (4.41) i wykorzysta¢ zaleznosci podane w tabeli 4.1.

Kazdy ze wspotczynnikow V,"mozna roztozy¢ na cze$¢ odpowiadajgcg warstwom +o i czes$c
odpowiadajgcg warstwom -a. . Dla przyktadu okreslmy pierwszy z nich

P R
Vv, = ka cos2a + ka cos(—2a) (5.34)
k=1 k=1

Wykorzystujac parzysto$¢ funkcji cos o oraz zwigzek

ZP:VK +ZR:vk =1 (5.35)
k=1 k=1

otrzymujemy
V, =cos2a  V, =cosda Vs =V, sin2a V, =V, sinda (5.36)

gdzie

P R
V, = ka - ka (5.37)
k=1 k=1

Elementy unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej majg wéwczas postaci przedstawione ponizej
w formie tabelaryczne;j

1 U, Uz
A/t U, COoS 2« cos 4a
Ay, It U, - C0S 2« cos 4a
A, It U, 0 - cos 4a
Agg /'t Us 0 - cos 4a
A It 0 1/2 Vsin 2« Vysinda
Ay It 0 1/2 Vsin 2a - Vgsinda

TABELA 5.2. Unormowana macierz sztywno$ci tarczowej dla katowego laminatu symetrycznego.

Z postaci tabeli 5.2. wynikajg dwa podstawowe wnioski :
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¢ w kagtowych laminatach symetrycznych, w ogdélnym przypadku wystepuje sprzezenie styczne i
normalne, gdyz A1g i Ayg Sg rozne od zera,

¢ A1, Ay, A, Ags dla kazdego katowego laminatu symetrycznego nie =zalezg od

objetosciowego udziatu warstw + o, sg wiec takie same jak dla pojedynczej warstwy « (patrz -
tabela 3.2). Ostatecznie zatem majg nastepujgcg postac

A /t=Qu  Apl/t=Qp , Aplt=Qp Ag/t=Qe (5.38)

Elementy macierzy sztywnosci zginania, po wykorzystaniu (5.8), (5.31), (5.33) i prostych
przeksztatceniach otrzymujg postaci

Qu t° Qp t°

D,, = C D,, = C 5.39

11 12 N 22 12 N (5.39)
Qp t° Qg t°

D12 = 1122 CN D66 = 6162 CN

D = (o _cy) D, = (. —c) (5.40)

16 12 p —CRr 26 12 p —CRr
gdzie

R 3,12 c?
Cp = Z Vk + tT Vk Zk (541)
k=1

Cp +CR = CN (542)

Dalsze uproszczenia mozliwe sg w przypadku szczegdlnych typdw laminatow symetrycznych, jak
laminaty regularne i zrébwnowazone.

¢ Laminaty symetryczne, katowe, regularne

Regularno$¢ oznacza, ze wszystkie warstwy (k=1, 2, ..., N) w laminacie majg takg samg grubosg¢, tzn.

t, =t/N (5.43)

CO Oznacza, ze réwniez objetosciowy udziat kazdej warstwy jest taki sam (zauwazmy, ze mimo tego
laminat nie jest zréwnowazony) i wynosi

v, =1/N (5.44)

Wspotczynniki okreslone réwnaniami (5.37) i (5.41), po prostych przeksztatceniach, dajg sie teraz
wyrazi¢ zalezno$ciami

2P
v, =0 1 5.45
k=N (5.45)

N

1 12 o
N =2 zzzk

N? Nt &

P 12 © _¢
Cp =——+ z$ (5.46)
ENE Ntzkzi‘ K
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R
R 12 .

C =—+—E z
NG N e

Analiza uktadu warstw w przekroju laminatu pozwala znalez¢ ogdlne zaleznosci okreslajgce
wspoirzedne srodkéw ciezkosci poszczegdlinych warstw. Odpowiednie obliczenia zostang tu
pominiete, a czytelnik moze potrakiowac je jako zadanie do samodzielnego rozwigzania. Wystepujace
w (5.46) sumy dajg sie w wyniku tych obliczen wyrazi¢ prostymi zwigzkami

N e 2 N2-1
2 % =

— 12 N

i z{ = 3t,\212 P (P2 ‘1) (5.47)
k=L

ZR zﬁz = Stilz R (R2 —1)

Wspotczynniki okreslone réwnaniem (5.46) po wykorzystaniu (5.47) przyjmujg postac

P 2 R 2
CN:J. y CP:F (4P _3) y CR:N73 (4R _3) (548)
a sktadowe macierzy sztywnosci zginania sg okre$lone formutami
Qy,t° Q pt° Qqt Qest®
D= . Doo= . Dqi,= , = 5.49
1= 5 225715 12715 6= 15 (5.49)
Qiet® Q yt°
Dyg= Cp-C , Dog= Cp-C 5.50
16~ 15 (Cp-Cr) 26~ 1 (Cp—CRr) (5.50)
gdzie
2
3N 3 jezeli P=R+1
Cp -Cg = 352 , (5.51)
———— Jezeli P=R-1
N
Sktadowe unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej wynoszg (réw. 5.38, 5.45, tab. 5.2.i 3.2)
Alt=Qu , Ap/t=Qyn , Ap/t=Qi ,Ag/t=Qg (5.52)
A 2P — Ao 2P —
b | 2 B b 5.53
" ( N j Q16 . N Q2 (5.53)
. Laminaty symetryczne, katowe, zrbwnowazone
Zréwnowazenie laminatu oznacza, ze objetosciowy udziat warstw +« i -a jest taki sam i wynosi
v,=v_,=0.5 (5.54)
Z réwnania (5.37) i (5.36) wynikajg wéwczas zalezno$ci
V, =0 (5.55)
V; =cos2a V, =cosda Vs =0 V, =0 (5.56)

Biorgc powyzsze pod uwage, a takze (5.38) i tabele 5.2, otrzymujemy elementy unormowanej
macierzy sztywnosci tarczowej w postaci
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A 1t=Qu1, Ay It=Qo, AR /t=Qu, Ag/t=Qg (5.57)
Ajg = A =0
Wida¢, ze w poréwnaniu z laminatem katowym regularnym, w laminacie zrownowazonym nie

wystepuja sprzezenia zaréwno styczne, jak i normailne.

W odniesieniu do macierzy sztywnosci zginania zrownowazenie laminatu kgtowego nie powoduje
zadnych uproszczen, a jej elementy sg okre$lone ogélnymi zaleznosciami dla laminatu
symetrycznego, tzn. réwnaniami (5.39), (5.40) i (5.41).

5.2.3. Laminaty o poprzecznym ufozeniu warstw

Symetryczne laminaty poprzeczne charakteryzujg sie tym, ze sktadajg sie wylgcznie z utozonych
symetrycznie wzgledem ptaszczyzny srodkowej warstw okreslonych katami 0° i 90°, skad bierze sie
ich nazwa.

Postaci transformowanych macierzy sztywnosci dla warstw 0° i 90° wynikajg wprost z definicji
zredukowanej macierzy sztywnosci dla warstwy w konfiguracji osiowej i majg nastepujgca strukture

B Qu Qi O B Qx Qp O
Qf =Qf = Qe O . Qi =Qf = Qu O (5.58)
Qe Qe

Niech N oznacza catkowitg ilos¢ warstw, P - liczbe warstw 0°, a R - liczbe warstw 90°.

Celem wyznaczenia unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej [A] i macierzy sztywnosci zginania
[D] , nalezy zastosowac procedure analogiczng do tej z pkt. 5.2.2. W jej wyniku otrzymujemy

V] =Vy—Vgo Vv, =1 Vs =0 V, =0 (5.59)

OW konsekwencji powyzszych zaleznosci unormowana macierz sztywnosci tarczowej w formie
stabelaryzowanej przyjmuje postaé

1 U, Us
A/t U, Vo —Vgo 1
Ay, [t U, Vgo —Vo 1
At U, 0 -1
Agg It Us 0 -1
A/t 0 0 0
Ay It 0 0 0

TABELA 5.3. Unormowana macierz sztywnosci tarczowej dla poprzecznego laminatu symetrycznego.

Z tabeli 5.3 wyptywajg dwa istotne spostrzezenia :

¢ w zadnym symetrycznym laminacie poprzecznym nie wystepuje ani sprzezenie styczne, ani
normalne ( A1g = Ay = 0),

¢ Ap i Ags dla kazdego symetrycznego laminatu poprzecznego nie zalezg od objetosciowego
udziatu warstw 0° i 90°, sg zatem identyczne dla wszystkich laminatéw nalezgcych do tej klasy i
wynoszg (por. réwnanie (3.20) i tabela 5.3.)

A, It =0Qy Ass /1 =Qgs (5.60)

10
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Elementy macierzy sztywnosci zginania w ogélnym przypadku symetrycznego laminatu
poprzecznego mozna zapisa¢ w postaci (czytelnikowi pozostawmy przeprowadzenie odpowiednich
obliczen)

Qut® ( E, Qq,t° Eq
D11= Cp +4CR D22: CP +4CR (561)
12 E, 12 E,
t3 t3
D= Qizz Cn Des= Qisz Cn (5.62)

gdzie Cy, Cp, Cg sag okreslone réwnaniem (5.41).

Uproszczenia w postaciach podanych macierzy wystepujg dla specyficznych typéw symetrycznych
laminatoéw poprzecznych tzn. laminatéw regularnych oraz zrGwnowazonych.

¢ Laminaty symetryczne, poprzeczne, regularne

Ze wzgledu na formalng zgodno$¢ wszystkich rozwazan dotyczgcych $rodkéw ciezkosci
poszczegoblnych warstw kompozytu regularnego, poprzecznego i przedstawionego wczesniej

kompozytu regularnego, kgtowego (warstwy 0° sg formalnie rbwnowazne warstwom +¢, a warstwy
90° - warstwom -« ), obowigzujg tu zaleznoéci (5.43) - (5.48), a ponadto zachodzi zwigzek

P P 2P

Wykorzystujac wspomniane powyzej zwigzki, a takze (5.60), tabele 5.3 i macierz (5.19) otrzymujemy
sktadowe unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej w postaci

P E P P E P
1 2

Aplt=Qq; Age It =Qgg Arg=A2%=0 (5.66)
gdzie Eq i E5 oznaczajg odpowiednio podtuzny i poprzeczny modut Younga dla warstwy ortotropowe;j.

Sktadowe macierzy sztywnosci zginania wynikajg z réwnan (5.61), (5.62), (5.63) (z wykorzystaniem
(5.48) i (5.19)) i wynosza

Qut® 1 2 E, 2
D, = P4P2-3)+ =2 R 4R%-3 5.67
Qpt® 1 2 Ey 2
D,, = PU4P“-3)+ R {4R°-3 5.68
Qp,t® Qest’
12575 6= 15 16= Dog (5.69)

¢ Laminaty symetryczne, poprzeczne, zrbwnowazone
Z warunku zrownowazenia wynika, ze
V0=V90:O.5 = VO_V90:0 (570)

i w konsekwencji - wida¢ to z tabeli 5.3 - Zaden z elementéw macierzy sztywnosci tarczowej nie
zalezy od objetosciowego udziatu warstw 0° i 90°. Ostatecznie zatem majg one postac¢ (wykorzystano
tu pomocniczo réwnania (3.20))

11
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Alllt :Azzlt :lQll 1+E72 (571)
2 E,
Ap/t=Qy; Ags/t =Qgp Arg=Az=0 (5.72)

Zréwnowazenie laminatu nie powoduje zadnych uproszczen w ogélnej postaci macierzy sztywnosci
zginania, tak wiec ma ona posta¢ okreslong réwnaniami (5.61), (5.62) i (5.63) z wykorzystaniem
wspotczynnikéw okreslonych zwigzkiem (5.41).

5.3. Kompozyty antysymetryczne

Analize budowy i jej skutkéw dla szczegdtowych postaci macierzy sztywno$ci i podatnosci dla tej klasy
laminatéw czytelnik powinien potraktowaé jako zadanie do samodzielnego opanowania w oparciu o
petng wersje skryptu autora niniejszych wyktadéw.

5.4. Kompozyty quasi-izotropowe

Kompozytami quasi-izotropowymi okresla sie kompozyty o takiej budowie, ze elementy macierzy
sztywnosci tarczowej [A] w dowolnym uktadzie odniesienia (x, y) spetniajg warunki

All: A22 (5107)

A16: A26 (5108)
1

Ags= > [An— Alz] (5.109)

Zauwazmy, ze w materiale izotropowym (por. pkt. 5.2.1) macierz sztywnosci [Q], jak i w konsekwencji
macierz sztywnosci tarczowej [A] spetniajg takie wtasnie warunki. Formalne podobienstwo macierzy
[A] dla materiatéw izotropowych i pewnej szczegdlnej klasy kompozytéw sprawia, ze zostaty one
nazwane quasi-izotropowymi. Nazwa ta, jak to bedzie pokazane, jest w petni adekwatna takze i z tego
powodu, ze makroskopowo kompozyty quasi-izotropowe zachowujg sie jak materiaty izotropowe, tzn.
ich charakterystyki materiatowe nie zmieniajg sie przy obrocie ukfadu odniesienia. Sg to jednak w
dalszym ciggu kompozyty z ich wszystkimi charakterystycznymi cechami, jak chocby tg, ze naprezenia
po grubosci zmieniajg sie skokowo od warstwy do warstwy (na skutek réoznych sztywnosci warstw), co
rézni je od "zwyktego" materiatu izotropowego - stad w nazwie przedrostek "quasi”.

Klasycznym przyktadem kompozytu quasi-izotropowego jest kompozyt o matrycy zbrojonej losowo
roztozonymi widknami, co oznacza jednakowe prawdopodobienstwo ich rozmieszczenia w dowolnym
kierunku. Mozna takze wyobrazi¢ sobie zamiast jednej warstwy losowo zbrojonej, laminat o wielu
warstwach jednokierunkowo zbrojonych, ale losowo roztozonych po grubosci. W pierwszym przypadku
przyjmuje sie, a w drugim mozna to udowodni¢, ze wspotczynniki okreslone rownaniem (4.41) zerujg

sie
Vi=0 i=1,2,3,4 (5.110)

Biorgc to pod uwage oraz korzystajgc z tabeli 4.1. mozemy wyznaczy¢ macierz sztywnosci tarczowe;j.
Jej sktadowe majg postaé

A11/t=A22/t=U1 A66/t:U5 (5111)
A16= A26: O A12/t = U 4 (5112)

Spetnienie warunkow (5.107) i (5.108) jest natychmiast widoczne, zas warunek (5.109) jest tatwy do
wykazania po wstawieniu za U; wielko$ci wynikajacych ze zwigzkow (3.20).

Zauwazmy, ze elementy macierzy [A] wyrazajg sie jedynie przez U1, U4 i Ug, a zatem wielkoSci
niezmiennicze dla warstwy kompozytu przy jej obrocie wzgledem dowolnego uktadu odniesienia.

12
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Stanowi to dowdd niezmienniczosci takze macierzy sztywnosci tarczowej, a jednoczes$nie dowdd
guasi-izotropowosci kompozytu.

Ceche quasi-izotropii posiadajg nie tylko wspomniane powyzej kompozyty o losowym rozkiadzie
witokien w warstwie, czy tez warstw w laminacie, ale takze "standardowe" laminaty warstwowe o
bardzo specyficznym utozeniu warstw w przekroju. Podstawowe sekwencje warstw dla tej klasy
laminatéw majg kody [0/ +x/3 1i[ O/ xx/4 / 90 ]. Na ich bazie mozna tworzy¢ inne laminaty (np.
[60/0/-60],[90/45/0/-45]itp.) quasi-izotropowe.

Zauwazmy, ze w dla pierwszej sekwencji - katy miedzy kierunkami widkien wynoszg = /3 [rd], a dla
drugiej = /4 [rd] - pokazano to na rys. 5.2.

warstwa 0° warstwa 0°
warstwa 45° warstwa -45°
warstwa +60° warstwa -60°
60° 60° 45°] 45°

. 60° warstwa 90° 457 45°

45° 45°
60° 60° 45°| 45°

Laminat typu =/ 3 Laminat typu =/ 4

Rys. 5.2. Podstawowe typy laminatoéw quasi-izotropowych.

Liczba warstw w pierwszym przypadku wynosita trzy, a w drugim cztery. Uogdlniajac te spostrzezenia
mozna powiedzie¢, ze dowolny laminat o "m" grupach warstw (przez grupe warstw nalezy rozumie¢
zbiér wszystkich warstw o tej samej konfiguracji, nie koniecznie potgczonych ze sobg w warstwe lub
warstwy), pomiedzy kierunkami ktérych zawarty jest kat m/m [rd] jest quasi-izotropowy, pod
warunkiem, ze objetosciowy udziat tych warstw czyni zados¢ rownaniom (5.110). Laminat o pierwszej
sekwencji warstw nosi w zwigzku z tym nazwe laminatu "= /3 ", a drugi " /4 ".

W celu wyznaczenia quasi-izotropowych statych inzynierskich zastosujemy procedure opisang w pkt.
4.1.5 rozdziatu 4. Zapiszmy (5.111) - (5.112) w postaci macierzy

U, U, o
Us

Macierz odwrotna do macierzy [A] ma ogdlng postaé

All AlZ
Afi-AY,  AR-AL
Aj = % 0 (5.114)
All_ A12
1
L Ass |

Korzystajgc z (5.113) i (5.114) wyznaczamy na podstawie réwnan (4.44) poszukiwane quasi-
izotropowe state inzynierskie

U
EX=Ey=E=2U5[1+U4J (5.115)
1

13
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Vxy =Vyx=V=1" GCy=G=Us

Wyrazajg sie one poprzez niezmienniki, sg wiec niezalezne od konfiguracji laminatu, a zalezg jedynie
od rodzaju materialu kompozytowego. Mamy wiec identyczng sytuacje jak dla konwencjonalnych
materiatéw izotropowych. Laminaty quasi-izotropowe majg nad nimi jednak te zalete, ze konstruujgc
odpowiednio laminat (tzn. dobierajgc wtasciwy materiat i utozenie warstw) mozna uzyskaé te same
wartosci statych inzynierskich co dla materialu klasycznego, przy Kkilkudziesiecioprocentowe;j
oszczednosci na ciezarze - (patrz - przykiad 2).

5.5. Kompozyty o warstwach izotropowych

Rozwazmy bardzo szczegdlny przypadek materialu kompozytowego, a mianowicie laminat
zbudowany z N warstw izotropowych. Ze wzgledu na izotropie rozréznianie zredukowanej i
transformowanej macierzy sztywnosci traci sens. Macierz sztywnosci dla "k-tej" warstwy ma zgodnie z
(5.14) postac

1 Vk O
=

Rl =|vi 1 0 Kk Kk =(1—2) (5.116)
v

0 0 (L-v)/2

Dla laminatéw o dowolnym utozeniu warstw macierze sztywnosci tarczowej [A] , sprzezen [B] i
gietnej [D] nalezy wyznaczy¢ z ogdlnych wzoréw okre$lajgcych te macierze tzn. (4.25), (4.26) i
(4.27).

Laminatem symetrycznym nazywamy w omawianym przypadku laminat, ktérego warstwy
symetrycznie potozone wzgledem ptaszczyzny Srodkowej majg takie same grubosci oraz modut
Younga i wspotczynnik Poissona. Z ogolnych rozwazan dotyczgcych symetrii laminatow wynika, ze
macierz sprzezen [B] jest wéwczas macierzg zerowa. Inne istotne uproszczenia nie wystepuja.
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