ZWIAZKI FIZYCZNE DLA MATERIALOW ORTOTROPOWYCH
KONFIGURACJA NIEOSIOWA

Réwnanie fizyczne dla ortotropowej warstwy kompozytu zbrojonego wiéknami
jednokierunkowymi w ptaskim stanie naprezenia, w uktadzie nieosiowym (off-axis)

Relacje transformacyjne z konfiguracji osiowej do nieosiowej
Macierze sztywnosci i podatnosci w konfiguracji nieosiowej

Skladowe macierzy sztywnosci i podatnosci w funkcji statych inzynierskich.

3.1. Transformacje tensorow naprezenia i odksztatcenia

Przypomnijmy, ze uprzednio wprowadzone zostaty pojecia konfiguracji osiowej i nieosiowej
warstwy kompozytu. O typie konfiguracji decyduje ustawienie widkien, czyli zarazem potozenie
gtéwnych osi materiatowych (1, 2) wzgledem dowolnego uktadu odniesienia (x, y) - rys. 3.1.

A2,y 2 AY 1

\ warstwa +0
1, x / +0

konfiguracja osiowa konfiguracja nieosiowa

\/

\/
<

(1, 2) — gtéwne osie materiatowe (x, y) — dowolny uktad odniesienia

Rys. 3.1. Konfiguracja osiowa i nieosiowa warstwy kompozytu.

W kompozytach - bedacych zbiorem warstw o dowolnej orientacji wzgledem przyjetego ukfadu
odniesienia, okre$lonej w kodzie laminatu kgtem dodatnim lub ujemnym (np. potozenie warstwy w
prawej czesci rys. 3.1 okresla w ukfadzie odniesienia (x, y) dodatni kat 0) - istotnym czynnikiem we
wszelkich przeksztatceniach zwigzanych z transformacjami tensoréw naprezenia i odksztatcenia jest
bardzo staranne podejscie do znakéw tych katow. Wprowadzono w zwigzku z tym pojecia tzw.
dodatniej i ujemnej transformacji tensora, zwigzane wylgcznie z transformacjami tensorowymi i w
zadnym stopniu nie nalezy ich traktowac jako poje¢ wynikajgcych z mechaniki kompozytow.
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W celu wyjasnienia tych poje¢ przyjmijmy dwa dowolne uktady wspétrzednych (xq, y1) i (X2, Y2),
obrécone wzgledem siebie o dowolny kat 6 - pokazano to na rys. 3.2. O transformacji dodatniej
mowimy wéwczas, gdy obrét wyjsciowego ukifadu wspoétrzednych do uktadu, do ktérego
transformujemy dowolny tensor, nastepuje przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. W przeciwnym
przypadku méwimy o transformacji ujemnej. Obie transformacje pokazano na rys. 3.2.

y2 Y1 X2 Y2 AY1 X2

0 w)
X1 »X1

transformacja dodatnia transformacja ujemna

Rys. 3.2. Dodatnia i ujemna transformacja uktadu wspoétrzednych.
W mechanice kompozytéw transformacje te stosuje sie dla tensoréw odksztatcenia i naprezenia, a

wigc symetrycznych tensoréw Il rzgdu. Przypomnijmy, ze sktadowe dowolnego tensora ajj rzedu Il
transformujg sie przy obrocie uktadu wspotrzednych zgodnie z nastepujgcg zaleznoscig

aj =aj aj ay (3.1)

gdzie «; sg elementami macierzy przejscia , a iloczyny oy o tworzg macierz transformacyjna dla
tensora Il rzedu, przy obrocie uktadu wspétrzednych.

Macierze przejscia dla obu transformacji majg postaci

+ dla transformacji dodatniej

[a+]: {:‘1 :J (3.2a)

+ dla transformacji ujemnej

- {m _n} (3.2b)

gdzie
m =cosd n=sind

Rozpisujgc réwnania (3.1) dla obu wymienionych transformacji i korzystajac z podanych macierzy
przejscia otrzymamy nastepujgce postaci macierzy transformacyjnych

+ dla transformacji dodatniej (3.3), a dla ujemnej (3.4)

2 2 2 2

m n 2mn m n —-2mn
r.]=fr]=| n* m? —2mn (3.3) [r_]= ['I']f1 =|n? m? 2mn (3.4)
-mn mn m?-n? mn -mn m2-n?
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W laminatach warstwowych, giéwne osie materialowe (1, 2) poszczegdlinych warstw mogg
przyjmowaé¢ wzgledem dowolnego uktadu odniesienia (X, y) jedno z dwdch potozen, pokazanych na
rys. 3.3. Dla jasnoéci dalszych wywodow celowe jest wyrazne okreslenie tych dwéch sytuacji, wraz z
podaniem wzorow transformacyjnych dla tensoréw naprezenia i odksztatcenia. Dolny indeks "n"
towarzyszgcy nawiasom klamrowym oznacza, ze tensory naprezenia i odksztatcenia umieszczone w
tych nawiasach okreslone sg w konfiguracji nieosiowej tzn. w ukt. (x, y). Indeks "0" oznacza, ze
tensory okreslone sg w konfiguracji osiowej, tzn. w ukt. (1, 2).

\ y
o o
2 1 przejscie od osiowej do nieosiowe;j { } = [TH } (3.5
& &
n [0]
0 i . . . . O o
x przejscie od nieosiowej do osiowe;j = [T+] (3.6)
& &
(0] n
A y 2
L . . . . . |O o
przejscie od osiowej do nieosiowe;j { } = [TJ{ } (3.7)
& &
X n (0]
- S . . . . . |O c
0 przejscie od nieosiowej do osiowe;j { } = [T]{ } (3.8)
1 é (0] ¢ n
Rys. 3.3. Réwnania transformacyjne dla tensoréw naprezenia i odksztatcenia.
Tensory wystepujgce w réwnaniach (3.5) - (3.8) majg nastepujgce sktadowe (w zapisie Voigta)
Ox 01
{O-}n =310y ; {O'}o =402 (3.9)
Txy Og
£ £
) - 11 1
e = Ey ; {elo=1 &2 C2=5"12=58 0 Gy =5y (3.10)
Vxy 12 g l2

Zauwazmy, ze tensor odksztatcenia w konfiguracji osiowej, wystepujacy w réwnaniu (3.10) rézni sie
od tego, ktéry wystepuje w zwigzkach fizycznych (2.35) i (2.36) oraz dalszych réwnaniach z nich
wynikajgcych, bowiem w zwigzkach fizycznych wystepujg odksztatcenia kgtowe (tzw. "inzynierskie"
odksztatcenia kagtowe), podczas gdy w (3.10) "tensorowe" odksztatcenia katowe. W celu ujednolicenia
notacji wygodnie jest skorzysta¢ z nastepujgcych relaciji

& &1

X
= ey Rl 1 tels sje2 =Rl (3.12)
7xy €6
gdzie
100
[R]z 010 macierz Reutera (3.12)
0 0 2
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3.2. Macierz sztywnosci warstwy w konfiguracji nieosiowej

Zredukowana macierz sztywno$ci warstwy w ptaskim stanie naprezenia, okre$lona w jej gtdwnych
osiach materiatowych - réwnanie (2.35) - nie jest tensorem, mimo ze jest macierza symetryczng |l
rzedu. Taka jej postac jest jednak wynikiem jedynie czysto formalnego zapisu Voigta, umozliwiajagcego
"upakowanie" elementéw tensora IV rzedu (takim obiektem jest macierz sztywnos$ci) w macierz rzedu
Il. Dzieki temu upraszcza sie zapis macierzy, ale z drugiej strony traci ona charakter tensorowy, co z
kolei powoduje, ze przy obrocie uktadu wspoétrzednych nie mozna skorzysta¢ z prawa transformacji
tensora. Chcgc zatem okreslié macierz sztywnosci w dowolnym ukfadzie (x, y) obréconym wzgledem
uktadu osi materiatowych (1, 2) (zarazem okresli¢ postaé réwnan fizycznych ¢ = o(¢)) nalezy
wykorzystac inng droge.

Powyzsze stwierdzenia wymagajg szerszego komentarza krytycznego. Nasuwa sie bowiem pytanie
czy nie nalezatoby zrezygnowac¢ z notacji zwezonej na rzecz petnego zapisu tensorowego réwnan
fizycznych w postaci (2.2a) i wykorzystaé mozliwosci wynikajgce z tensorowego charakteru
macierzy sztywnosci i podatnosci. Wyznaczenie wartosci ich sktadowych w dowolnym uktadzie
wspotrzednych na podstawie znajomosci tych sktadowych w gtéwnych osiach materiatowych
sprowadza sie wowczas do zastosowania prawa transformacji tensora IV rzedu w postaci

Qiljkl =xim A jn akoaImenop (3.13)

Réwnanie (3.13) formalnie bardzo proste, w praktyce nadaje sie wytgcznie do obliczeh wykonywanych
z pomocg komputera. Pocigga to za sobg konieczno$¢ wprowadzenia catkowicie odmiennego
sposobu formutowania zadah mechaniki kompozytéw, wykorzystujgcego metody numeryczne.
Mozliwe to jest jednak tylko wéwczas, gdy dysponuje sie odpowiednig wiedzg teoretyczng , a te
mozna naby¢ jedynie w tradycyjny sposéb, nawet gdyby wigzato sie to z rezygnacjg z ogdlnosci
rozwazan. Zrozumienie podstawowych zaleznosci rzgdzacych zachowaniem sie kompozytow pozwala
budowa¢ ogdlne algorytmy numeryczne, ale rozwigzanie nawet ztozonego zagadnienia za pomocag
dostepnych programoéw komercyjnych z pewnoscig nie pozwala na nabycie ogdlnej wiedzy o
przedmiocie. To sprawia, ze mimo tak zaawansowanej komputeryzacji, klasyczny wykifad mechaniki
kompozytéw nadal opiera sie na "niekomputerowej" notacji Voigta, pozwalajgcej stosunkowo prosto
uzyskac relacje analityczne, niezmiernie utatwiajgce zrozumienie pracy materiatdw kompozytowych,
cho¢ cena, jakg sie ptaci jest ograniczenie rozwazanh do zagadnien z reguty dwuwymiarowych.

Korzystajgc w dalszym ciggu z notacji Voigta, chcagc wyznaczy¢ macierz sztywnosci warstwy w
dowolnym uktadzie wspétrzednych musimy zrezygnowaé z réwnania (3.13) i skorzysta¢ z innego
sposobu jej okreslenia.
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Wykorzystamy w tym celu procedure sktadajgca sie z nastepujgcych krokow:
1. transformacja odksztatcen z konfiguracji nieosiowej do konfiguracji osiowe;j,
2. zapisanie rownan fizycznych o = o(¢) w konfiguracji osiowej,
3. transformacja naprezen z konfiguracji osiowej do nieosiowej,
4. zapisanie réwnan fizycznych o = o(¢) w konfiguracji nieosiowe;.

Przedstawiona powyzej procedura, wraz z podaniem réwnan, z ktérych nalezy skorzysta¢, zostata
pokazana narys. 3.4.

LY .
R N
Yy 12 (3.12)
2 y 1
T 3.6
O x el 2 Jte),
3)
? ' (235)
o}y = [Q] ({ﬂ% =[Q][R]{e},
N 25)
o ot = "_lols
(3.4)
LY

” ol = LIRIRIIIRT™ {67 = R]fe):

Rys. 3.4. Schemat wyznaczania macierzy sztywnosci w konfiguracji nieosiowe;.

Zwigzek fizyczny w konfiguracji nieosiowej (ostatnie réGwnanie na rys. 3.4) ma postac

O x 911 912 916 €x

oy =1Q21 Q2 Qo |yé&y (3.14)
Txy 661 662 666 Y xy
- JQIRI. IR~ fr_JRIfr-T' 3.15)

Macierz sztywnosci (3.15) jest poszukiwang macierzg okreslong w dowolnym uktadzie odniesienia (x,y).
Nosi ona nazwe transformowanej, zredukowanej macierzy sztywnosci, a warstwa kompozytu o
takiej macierzy sztywnosci - warstwy ogdlnie ortotropowej.

Z rozwazan energetycznych przytoczonych w rozdziale 2.1 wynika symetria macierzy [(3 ] tzn.

Qi =Q; i,j=1,2,6 (3.16)

Macierz (3.15) wyraza sie poprzez skladowe zredukowanej macierzy sztywnosci w ukt. on-axis
(réwnanie 2.35) i macierz transformacji ujemnej (réwnanie 3.4). Pracochtonne operacje rachunkowe
prowadzgce do jawnej postaci skladowych transformowanej macierzy sztywnosci, zostang tu
pominiete. Efekt korncowy tych operacji przedstawiono w postaci tabelarycznej 3.1.

5
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Qu Qa2 Qu Qs
Qu m4 n4 2m2n2 4 m2n2
Q22 n4 m4 2m2n2 4 m2n2
Q12 m2 n2 m2 n2 mé4 + n4 -4m2n2
Q66 m2 n2 m2 n2 -2m2n2 (m2-n2)2
Q16 m3n -mn3 mn3-m3n 2 (mn3-m3n)
Q 26 m n3 -m3n m3n-mn3  2(m3n-mn3)

TABELA 3.1. Wzory transformacyjne dla macierzy sztywnosci w konfiguracji nieosiowe;j
(transformowanej, zredukowanej macierzy sztywnosci).

W celu uzyskania poszczegdlnych sktadowych macierzy transformowanej nalezy wysumowac iloczyny
kolejnych sktadowych macierzy zredukowanej i funkcji trygonometrycznych lezgcych w tym samym
wierszu co poszukiwana sktadowa. Dla przyktadu

Qu=m*Qu+n?Qu+2 m?n?Q,+4 M?n?Qgg (3.17)

ZwréEmy uwage na istotng réznice miedzy zredukowang macierzg sztywnos$ci (tzn. w osiach
gtéwnych materiatowych) i transformowang, zredukowang macierza sztywnosci (tzn. w dowolnym
ukftadzie odniesienia). W tej drugiej wystepujg dodatkowe wyrazy

¢ Q 16, Q 26 - skladowe odpowiadajgce tzw. sprzezeniu stycznemu, wigzgce naprezenie normalne
z odksztatceniami stycznymi

. Qel, Q62 - skladowe odpowiadajgce tzw. sprzezeniu normalnemu, wigzace naprezenie
styczne z odksztatceniami normalnymi .

Zauwazmy rowniez, ze macierz transformowana dla warstwy ortotropowej i macierz sztywnosci dla

materiatu o dowolnej anizotropii, (rozdziat 2) sg formalnie takie same. To co je rézni to liczba

niezaleznych sktadowych. W przypadku anizotropii wynosi ona - w ptaskim stanie naprezenia - sze$¢.

W przypadku ortotropii - macierz transformowana nadal ma cztery niezalezne sktadowe (szes$é
"réznoimiennych" sktadowych wyraza sie przez cztery niezalezne sktadowe macierzy zredukowanej).

Tak wiec, warstwa, ktéra w konfiguracji osiowej byla ortotropowa, mimo ze w konfiguracji
nieosiowej charakteryzuje sie macierzg sztywnosci catkowicie wypetniona i pozornie staje sie

warstwa o dowolnej anizotropii, w rzeczywistosci nadal jest ortotropowa, gdyz do jej petnego
opisu wystarczaja cztery niezalezne state materiatowe.

3.2.1. Transformacja macierzy sztywnosci do konfiguracji nieosiowej
z wykorzystaniem niezmienniczych charakterystyk warstwy

Bardzo wygodny, a przy tym niezwykle utatwiajgcy zrozumienie wptywu obrotu warstwy wzgledem

gtéwnych osi materiatowych na wartosci transformowanej macierzy sztywnosci podali Tsai i Pagano.
Wykorzystujgc tozsamosci trygonometryczne:

m* =1/8 (3+4c0s26+cos46) m=cosfd  n=sind

n® =1/8 (3—4cos26+cos40)

m3n=1/8 (2sin26+sin46) (3.18)
mn® =1/8 (2sin26-sin40)

m?n? =1/8 (1-cos46)
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wzory transformacyjne podane w tabeli 3.1 mozna przeksztalci¢ do postaci, ktérg przedstawiono w
formie stabelaryzowanej - tabela 3.2.

Mozna wykaza¢, ze U1, U, i Ug sg wielkosciami niezmienniczymi dla warstwy kompozytu (patrz-
skrypt pkt. 3.6, przykfad 1), niezaleznymi od jej orientacji katowe;j.

1 U, Us
Qu U, cos 26 cos 40
Q22 U, -cos 20 cos 460
Qu Us 0 - cos 40
Qs Us 0 - cos 46
Q16 0 1/2 sin 26 sin 40
Q26 0 1/2 sin 20 -sin 48

TABELA 3.2. Transformacja macierzy sztywnosci poprzez funkcje katéw wielokrotnych
i wielkosci niezmiennicze warstwy kompozytu.

Sposéb korzystania z tabeli ilustruje ponizszy przykfad

Q y=U;+U,c0s260 +U, cos4d (3.19)
Wielkosci wystepujace w tabeli 3.2 majg postaci

U;=1/8 (3Q11+3Q 22 +2Q 12 +4Q¢6 )

U, =1/2 (Q11Q22)

Uj =1/8 (Q11tQ2,-2Q1,-4Qgs) (3.20)
U, =1/8 (Q11+Q 2, +6Q1, —4Qgs)

Us =1/8 (Q11+Q 2, —2Q1, +4Qgs)

Cennym spostrzezeniem wynikajgcym z tabeli 3.2 jest to, ze w czterech pierwszych sktadowych
macierzy transformowanej dajg sie wyrdzni¢ cztony niezalezne od kgta obrotu warstwy. Biorgc dla

przyktadu pierwszg sktadowg macierzy transformowanej - réwnanie (3.19) - widzimy, ze warto$¢ Q 14
jest superpozycjg niezaleznej od kata wielkosci U4, na ktérg nakfadajg sie "zakiécenia" katowe o
okresie n i n/2. Mozna powiedzie¢, ze U, jest dobrym wskaznikiem sztywnosci w kierunku osi "x",
niezaleznie od jej orientacji wzgledem osi materiatowych, gdyz nie zalezy od tej orientaciji.

3.3. Macierz podatnosci w konfiguracji nieosiowej

Procedura wyznaczanie macierzy podatnosci w dowolnym ukfadzie odniesienia, obréconym
wzgledem uktadu gtéwnych osi materiatowych jest w petni analogiczna do procedury wyznaczania
transformowanej macierzy sztywnosci. Sktadajg sie na nig nastepujgce etapy:

transformacja naprezen z dowolnego ukfadu (x, y) do uktadu (1, 2),
zapisanie réwnan fizycznych ¢ = (o) w ukltadzie (1, 2),
transformacja odksztatcen z uktadu (1, 2) do uktadu (x, y),

AN e

zapisanie réwnan fizycznych & =¢&(o) w ukladzie (x, y) tzn. w konfiguracji nieosiowe;.
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Postugujac sie schematem analogicznym do tego pokazanego na rys. 3.4 otrzymujemy réwnania
fizyczne w ukfadzie (x, y) w postaci

€y §11 §12 §16 O x
y (71921 S22 Sz [0y (3.21)

Yxy| |Se1 Se2 Ses||Txy

&

[§] =fr.T [S]fﬂ] (3.22)

Macierz sztywnosci (3.22) jest poszukiwana macierzg w konfiguracji nieosiowej. Wyraza sie poprzez
sktadowe macierzy podatnosci w konfiguracji osiowej - réwnanie (2.36) - i macierz transformacji
dodatniej - rownanie (3.3).

Z rozwazan energetycznych przytoczonych w rozdziale 2.1 wynika symetria macierzy [§ ] tzn.
gij =§ji i, J = 1,2,6 (323)

Zaleznosci transformacyjne dla macierzy podatnosci zestawiono w tabeli 3.3. Sposéb korzystania z
tabeli pokazano wczesniej na przyktadzie transformowanej macierzy sztywnosci.

Su S S Ses
Su m4 n4 2 m2n2 m2 n2
S n4 m#4 2 m2n2 m2 n2
S12 m2 n2 m2 n2 m4 + n4 -m2n2
Ss6 4 m2n2 4 m2n2 -8m2n2 (Mm2-n2)2
S16 2m3n -2mn3 2 (mn3-m3n) mn3-m3n
S 26 2mn3 -2m3n 2(m3n-mn3 m3n-mn3

TABELA 3.3. Wzory transformacyjne dla macierzy podatnosci w konfiguracji nieosiowe;j

3.4 Stale inzynierskie w konfiguracji nieosiowej
3.4.1. Macierz podatnosci w funkcji statych inzynierskich

W celu wyznaczenia macierzy podatnosci w funkcji statych inzynierskich w dowolnym uktadzie
wspotrzednych zastosujemy sposéb podobny do tego, ktéry wykorzystano przy analizie konfiguracji
osiowej (rozdziat 2). Wyobrazmy sobie serie trzech podstawowych préb wytrzymatosciowych (dwa
rozciggania i $cinanie) przeprowadzonych na probce w konfiguracji nieosiowej (x, y). Préby te
przedstawiono na rys. 3.5.

Korzystajgc z réwnan fizycznych w postaci (3.21), dla préb przedstawionych na rys. 3.5 mozna
zapisac¢ nastepujgce zwigzKki



1 rozcigganie w kier. osi x

Ex

2 rozcigganie w kier. osi y

ry
GOx Gy
<« —>
ry
T
Qo
Ay
="
Tuy ﬂTxy
!
&y
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Rys. 3.5. Schemat wyznaczania statych inzynierskich w ptaszczyznie (x, y).
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Ex =516 Txy

gy ZSZGTXy

Y xy :SG6Txy

X

y

T Xy
Xy

= 1
Si1=—
=g
Sap =
y
= 1
866_67
xy

(3.24)
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Wprowadzmy nastepujgce definicje tzw. wspdtczynnikdw sprzgzonych vjj i 7 jj odnoszacych sie do
kolejnych rozpatrywanych prob

¢ prébal
£ S _ _ Viy
ny :_7)/:_7721 :_821Ex = 821 = (3-33)
Ex Si1 Ex
7xy § g ~ 77 X, X
Mxxy = =—0 =5 61Ex = Se1 = Y (3.34)
g)( S 11 EX
¢ proba?2
& Sy, o a Vyx
VyX:_gixz_T:_Sley = 812:—? (335)
y 22 y
7 x S ~ = My x
Typy = =< > =S eEy = Sep =2 (3.36)
&y Sy Ey
¢ préba3
£ S = — n..
Xy 66 Xy
&y Sop — 7
y 26 Xy.y
My = == =S 26ny = Sy = (3.38)
Y xy 66 ny
Powyzsze wspoétczynniki majg nastepujace definicje
¢ V=€ /gi - wspotczynniki Poisson'a, charakteryzujgce sciskanie w kierunku osi j wywotane
przytozonym obcigzeniem, dziatajgcym w Kierunku osi i .
¢ 7= /gi - charakteryzujg $cinanie w ptaszczyznie (i, j ) wywotane obcigzeniem, dziatajgcym
w kierunku osi i . Sg to tzw. wspétczynniki Lechnickiego, wzajemnego wptywu 1l rodzaju.
¢ T =& /;/ij - charakteryzujg sciskanie (rozcigganie) w kierunku osi i wywotane $cinaniem w

ptaszczyznie (i, j) . Sa to tzw. wspotczynniki Lechnickiego, wzajemnego wptywu | rodzaju.

Zauwazmy, ze wspotczynniki wzajemnego wptywu nie majg swoich odpowiednikbw w materiatach
izotropowych, a takze i to, ze nie wystepuja w konfiguracji osiowej warstwy ortotropowej.

W literaturze mozna spotkaé bardzo rézne sposoby ich indeksowania, odmienne od zastosowanego
powyzej. SposOb stosowany tutaj, pozwala na podanie bardzo prostej zasady, utatwiajgcej
zrozumienie i zapamietanie zaréwno tych wspétczynnikéw, jak i wspotczynnikdw Poisson'a. W kazdym
przypadku pierwszy indeks (lub para indekséw) okresla przyczyne (rodzaj obcigzenia), a drugi -
skutek (efekt wywotany dziatajgcym obcigzeniem).

Zestawiajgc zaleznosci podane z prawej strony réwnan (3.24), (3.28), (3.32) i (3.33)-(3.38), otrzymujemy
macierz podatnosci w funkcji statych inzynierskich, okreslonych w dowolnym ukt. wspétrzednych (x, y)

1 e Ty iy
Ex E, Gy E, E,
s|- Yy 1 yy Txyx _ Txxy. (3.39)
E, E, Gy Gy  Ey
Mxxy — Myxy 1 Txyy _ yxy
| E,  E, Gy | Gy E,
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3.4.2. Transformacja stalych inzynierskich

W celu efektywnego wykorzystania macierzy (3.39) konieczna jest znajomos¢ statych inzynierskich, w
funkcji "klasycznych" 4 niezaleznych statych inzynierskich, okreslanych w gtdwnych osiach
materiatowych warstwy kompozytu. Nalezy zatem wyznaczyé wzory transformacyjne statych
inzynierskich z konfiguracji osiowej do nieosiowej. W tym celu nalezy wykorzysta¢ podane uprzednio
zalezno$ci:

1 1
Ey=— By =g Gy =g
11 22 66

(3.40)
Vxy =~ §21Ex 7 x,xy :§61Ex My xy =§62 Ey (3.41)

wraz z tabelg transformacyjng 3.3 i rownaniem (2.37).

W efekcie otrzymamy wzory transformacyjne dla statych inzynierskich, ktére podano w tabeli 3.4.

1/E, 1/Gy, = 1/E, X
1/Ex m4 m2 n2 -2m2n2 n4
Ky -m2n2 m2 n2 m4 + n4 -m2n2 E,
1/Ey n4 m2 n2 -2m2n2 m#4
1/Gxy 4 m2n2 (m2-n2)2 8 m2n2 4 m2n2
7%, xy 2m3n mn3-m3n 2 (m3n-mn3) -2mn3 E,
y.xy 2mn3 m3n-mn3 2(mn3-m3n) -2m3n Ey

TABELA 3.4. Transformacja statych inzynierskich z konfiguracji osiowej do nieosiowe;.

Stosujgc tozsamos$ci trygonometryczne (3.18) do wzordw transformacyjnych ujetych w tabeli 3.4,
mozna uzyskac znacznie wygodniejsze zaleznosci, ktérych wyprowadzenie pominiemy ze wzgledu na
trywialnosé, a jednoczeénie duzg ilos¢ przeksztatcen rachunkowych.

Ostatecznie state inzynierskie, wyrazajg sie poprzez funkcje katow wielokrotnych zgodnie ze
zwigzkami podanymi w tabeli 3.5.

1 sin 26 sin 46 cos 26 cos 446 x
1/Ex W, 0 0 W, W,
1/Ey W, 0 0 - W;, W,
1/Gxy W, 0 0 0 -4 W,
Xy W5 0 0 0 W, Ex
7%, Xy 0 W, 2 W, 0 0 Eyx
y, Xy 0 W -2 W, 0 0 Ey

TABELA 3.5. Transformacja statych inzynierskich wyrazona poprzez funkcje katéw wielokrotnych.
Wspotczynniki W, wystepujgce w tabeli 3.5 wyrazajg sie zaleznosciami

wo [l 11
8 E; E, Gy
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8\ E; E, Gp
wy (11 o
2\E, E,
1+2
W4:£ &_ﬁ.i_ﬁ.i
2 El E2 GlZ

Wg ——1[176v2 1 1
8 El E2 GlZ

3.5. Zalezno$¢ miedzy macierza sztywnosci i podatnosci w uktadzie nieosiowym

Odwracajagc transformowang macierz sztywnosci (3.15) otrzymujemy skfadowe transformowanej
macierzy podatnosci w postaci

S11 =(Q 22Q 66 —Q 36)/ A (3.43)
Sy =(Q11Q 66—Q £5)/A (3.44)
Ses =(Q11Q 22-Q 1)/ A (3.45)
S12 =(Q 16Q 26—Q 12Q 66)/ A (3.46)
S16 =(Q 12Q 26—Q 22Q 16)/ A (3.47)
Sz =(Q12Q16-Q11Q 26)/A (3.48)
A=Q11Q 2Q6+2Q12Q26Q6:Q Q% Q Q52 Q1Q & (3.49)

3.6. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale podano szczegodtowo sposoby okreslania macierzy sztywnosci, podatnosci
oraz statych technicznych w dowolnym uktadzie odniesienia (x, y), czyli w konfiguracji nieosiowej.

Wszystkie zaleznosci transformacyjne zawarte w tabelach 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 zostaly podane dla
warstwy, ktérej gtdwne osie materiatowe (1, 2) zorientowane sg wzgledem ukfadu odniesienia (x, y)
tak, jak pokazano to na rys. 3.6 A, a zatem warstwy, ktdrg w kodzie laminatu okresla kat +0 (np. 6=15°).
Dla warstwy o osiach materiatowych zorientowanych tak, jak na rys. 3.6 B, ktérg w kodzie laminatu okresla
kat —6 (np. 6=-15°), nalezy stosowac te same tabele, wstawiajgc we wzorach ujemng wartos¢ kata.

X X
1 2
+0 -0 1
y y
A B Rys. 3.6
2

Nasuwa sie w tym miejscu uwaga, ze nawet w podstawowych podrecznikach panuje w tym zakresie
pewien zamet, a co gorsza zdarzajg sie réwniez i btedy. Polegajg one na tym, Zze te same zalezno$ci
transformacyjne, zapisane w réznych postaciach, dajg dla tego samego kata wartosci réznigce sie
znakiem (dotyczy to elementéw macierzy z indeksami "16" i "26").
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