ROWNANIA FIZYCZNE DLA KOMPOZYTOW
KONFIGURACJA OSIOWA

Rownania fizyczne dla materiatléw anizotropowych (ortotropia).
Budowa macierzy sztywnosci i podatnosci w konfiguracji osiowe;.
State inzynierskie.

Zwiazki fizyczne liniowej sprezystosci.

2.1. Réwnania fizyczne dla materiatléw anizotropowych

Réwnania fizyczne liniowej teorii sprezystosci mozna zapisa¢ w ogélnej postaci

o = Qi €u (2.1a)
lub po odwréceniu

€jj =Sij Tk (2.1b)

gdzie oy oznaczajg sktadowe tensora naprezenia, g; - sktadowe tensora odksztatcenia,
Qijx1 sa elementami macierzy sztywnosci, a Sj;x; elementami macierzy podatnosci.

W mechanice kompozytéw powszechnie stosuje sie tzw. zapis zwezony, zwany tez notacjg
Voigta (tabela 2.1).

ZAPIS TENSOROWY ZAPIS VOIGTA
Naprezenia Odksztatcenia Naprezenia Odksztatcenia
on ‘11 01 &

022 &22 02 &
033 €33 O3 &
723 263= 72 Oy &4
Q13 283= 713 O5 &
712 2812= Y12 Og &

Tabela 2.1. Konwencja zapisu tensorowego i zwezonego naprezen i odksztatcen.
Réwnania fizyczne (2.1a) i (2.1b) majg w notacji zwezonej nastepujgce postaci:

o :Qij 8] i, J = 1,2,6 (22&)

g = S” GJ |, J = 1,2,6 (22b)
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UWAGA:

Macierze sztywnosci i podatnosci wystepujgce w (2.1a) i (2.1b) sg tensorami IV rzedu i jako
takie moga by¢ transformowane wg zasad transformacji tensorowych, natomiast w zapisie
Voigta stajg sie formalnie macierzami rzedu Il, ktére nie posiadajg jednak wiasnosci
tensorowych - nie podlegajg zatem transformacjom tensorowym. Analogicznie tensory
naprezenia i odksztatcenia stajg sie w notacji zwezonej macierzami jednokolumnowymi, ale
nie wektorami, gdyz roéwniez nie podlegajg prawu transformacji wektora. Ma to swoje
implikacje przy okre$laniu macierzy sztywnosci i podatnosci w nieosiowej konfiguraciji
warstwy laminatu.

Macierze Q;; i S;; majg w ogdinym przypadku materiatu liniowo sprezystego po 36 elementow
sktadowych, ale liczba skfadowych niezaleznych jest mniejsza, co mozna wykazaé
rozpatrujgc energie odksztatcen sprezystych (patrz skrypt wzory 2.3-2.10).

Rownania fizyczne (2.2a) i (2.2b) mozna zapisa¢ dla najogélniejszego przypadku anizotropii
w postaci:

01 —Q11 Q2 Qi3 Qu Qs Q16_ €1
G2 Qurz Q2 Qi Qi Qi Qi |le2
O3 Qi3 Q23 Q33 Qa4 Q35 Qg ||e3 (2.11a)
O4 Qua Q2 Qz4 Qu Qus Que ||€4
Os Qis Qs Q35 Qs Qs Qs ||es
06) [Que Q2 Q3 Qu Qs6 Qes (€6

€1 Si11 S12 Si3 Sis Sis S ||01
€2 Si12 S22 S23 S Sz Sy (|02
€3 | _ Si13 S23 Sz Sz S3zz Sz |jos (2.11b)
€4 Si14 Sz Sz Sus Sus Sus |04
€5 Sis5 S25 S35 Sys Sss Sse |05
€6 |1S16 S26 Sz Sas Sse6 Ses (06

Liczba niezaleznych sktadowych macierzy sztywnosci i podatnosci ulega zmniejszeniu, jezeli
material wykazuje wiasnosci symetrii wzgledem okreslonych ptaszczyzn. W skrajnym
przypadku, gdy dowolna ptaszczyzna jest ptaszczyzng symetrii wkasnosci materiatu mowimy
0 materiale izotropowym, kitory mozna w peini scharakteryzowaé dwiema statymi
sprezystymi. Drugi przypadek skrajny to taki, w ktérym nie istnieje zadna ptaszczyzna
symetrii materialowej - liczba niezaleznych statych materiatowych wynosi wowczas 21.
Miedzy tymi skrajnosciami wystepuje wiele przypadkow szczegolnych symetrii, z ktorych
najwazniejszy z punktu widzenia mechaniki kompozytéw jest przypadek tzw. symetrii
ortotropowe;.
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2.2. Réwnania fizyczne dla materiatléw ortotropowych

Wiekszos¢ kompozytow warstwowych o jednokierunkowym zbrojeniu zalicza sie do klasy
materiatdbw o symetrii ortotropowej. O ortotropii méwimy wowczas, gdy istniejg 3 wzajemnie
prostopadie ptaszczyzny symetrii, pokazane na rys. 2.1. Krawedzie przeciecia kazdych 2
ptaszczyzn symetrii pokrywajg sie w kompozytach jednokierunkowo zbrojonych z ich
gtéwnymi osiami materiatowymi. Os "1" ma kierunek zgodny z kierunkiem widkien, o$ "2" jest
prostopadta do kierunku witdkien, a 0$ "3" jest prostopadta do ptaszczyzny warstwy.

3

Rys. 2.1. Ptaszczyzny symetrii ortotropowej

Mozna wykazac, ze réwnania fizyczne dla materiatéw o symetrii ortotropowej majg postaci

o1] [Qu Qi Quiz O 0 0 |1
o) Q2 Q2 Qa3 0 0 0 €2
O3 _ Qi3 Q23 Qz3 O 0 0 |es (2.12a)
c4 0 0 0 Qu O 0 |l&4
o5 0 0 0 0 Qs5 0 |les
o) | O 0 0 0 0 Qesl€s
e1] [Su Sz Sz O 0 0 |fos
P Si12 S22 Sz O 0 0 |lo2
¢3|_|S13 Szs Sss 0 0 0 Jog (2.12b)
£, 0O 0 0 S, 0 0 |og
£g 0 0 0 0 Sgs 0 05
gg) [0 0 0 0 0 Sgllos

Z réwnan (2.12) widac¢ ze ortotropia jest takim szczegolnym przypadkiem anizotropii, dla
ktérego w gtéwnych osiach materiatowych nie wystepuje sprzezenie naprezen normalnych z
odksztatceniami stycznymi, naprezen stycznych z odksztatceniami normalnymi, ani tez
naprezen stycznych z odksztatceniami stycznymi odpowiadajgcymi réznym ptaszczyznom.
Mniejsza jest tez niz dla anizotropii liczba niezaleznych sktadowych macierzy sztywnosci,
gdyz wynosi tylko 9.

Dla materiatow izotropowych, czyli takich ktorych wiasnosci we wszystkich kierunkach sg
takie same liczba niezaleznych skfadowych macierzy sztywnos$ci i podatnosci redukuje sie
do dwdch: Modutu Younga i wspétczynnika Poissona.
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2.2.1. State inzynierskie dla materiatéw ortotropowych

Macierze sztywnosci i podatnosci sg "strukturami" wprowadzonymi w czysto formalny sposob
i nie maja fizycznej interpretacji ani bezposredniego odniesienia do zachowania sie materiatu
w prostych prébach wytrzymatosciowych (rozcigganie, scinanie). Powyzsze cechy mozna
natomiast przypisac statym inzynierskim, zwanym tez statymi technicznymi, tj. uogdinionym
modutom sprezystosci, uogdlnionym wspotczynnikom Poissona i modutom $cinania (w
materiatach izotropowych takie state sg tylko 2 - modut Young'a i wspotczynnik Poissona). W
materiatach ortotropowych, w konfiguracji nieosiowej pojawiajg sie dodatkowe state
sprzezone, nie majgce swoich odpowiednikow w materiatach izotropowych (patrz skrypt).

W celu zilustrowania sposobu okreslenia statych inzynierskich wyobrazmy sobie serie 3 prob
wytrzymatosciowych, tj. jednoosiowego rozciggania (rys. 2.2 - test 1 i 2) i $cinania (rys. 2.2 -
test 3) w ptaszczyznie gtéwnych osi materiatowych (1, 2).

2 - - .
1 rozciaganie podiuzne
o1 o1 1
<= —\ »
— > c
€2 €1
2 rozcigganie poprzeczne
G2 G2 2
= = > c
€1 &2
1
Cs = 3 $cinanie
Op ﬂ
ﬂ Gp €
€
& o 6

Rys.2.2. Schemat wyznaczania statych inzynierskich w ptaszczyznie (1, 2).

Dla préb przedstawionych na rys.2.2 zachodzg zwigzki

¢ prébal
81=i0'1 (215)
E;
Eo=—V E1= Y12 o
2= V12 1=~ 01
E,
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¢ préba?2
& - o
2— = Y2
EZ
14
1=~V 52:_?21 () (216)
2
¢ préba3
1
86:7 O (217)
GlZ

Korzystajgc z zasady superpozycji dla przypadkow 1, 2 i 3, otrzymujemy w ptaszczyznie
gtéwnych osi materiatowych (1, 2), a wiec dla konfiguracji osiowej, nastepujgce zwigzki
miedzy odksztatceniami i naprezeniami

oo LoV
1 E, 1 E, 2

Vi 1
Eg=——501+— O 2.18
2= g, 1tg 92 (2.18)
. 1
6 =~ 06

G2

Poréwnujac te zwigzki z réwnaniem (2.2b) i strukturg macierzy podatnosci dla ortotropii
(réwnanie (2.12b) wida¢, ze

Sp= T Sp=— B isy= 2 i5,,= 1 5= b (2.19)
ﬂEl’lz E2’21 E1'22E2’66G12 :

Korzystajgc ponadto z symetrii macierzy podatnosci (rownanie (2.10)), otrzymujemy zwigzek

Vo1 Vi2
S,, =S = — = 2.20
12 21 E, E, ( )

Przeprowadzajgc rozumowanie analogiczne do tego, ktére przedstawiono dla ptaszczyzny
(1, 2), w odniesieniu do 2 pozostatych ptaszczyzn ortotropii, mozna pokaza¢ ze macierz
podatnosci w funkcji statych inzynierskich dla ortotropii, w konfiguracji osiowej ma postac
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1 va va 0 0 0
= E, Es
Vi2 1 V32 0 0 0
E; E, Es
Y1z Va3 1 0 0 0
[S]= El E2 E3 (221)
0 0 0 Ai— 0 0
Gos
1
0 0 0 0 — 0
Gap
1
0 0 0 0 0 G
L 12 |

gdzie wystepujgce w (2.21) state noszg nastepujgce nazwy :
. E1, E,, Es - moduty Young'a w kierunkach gtéwnych osi materiatowych,

. vij - wspotczynniki Poissona, odpowiadajgce odksztatceniom w kierunku osi "j" przy
obcigzeniu dziatajgcym w kierunku osi "i", tzn.

£ dlak =i
vi=--L  da oy =1’ k=123 (2.22)
gj 0 dlak=i

. G,,, G;,, G,, - moduty Scinania w ptaszczyznach (2, 3), (3, 1) i (1, 2).

Ponadto wykorzystujgc warunek symetrii macierzy podatnosci w postaci (2.20), otrzymujemy
w ogoélnym przypadku

Vi Vi —

e ,j=1,2,3 (2.23)
Ei E;

Tak wiec liczba niezaleznych statych inzynierskich dla ortotropii, w konfiguracji osiowej,
wynosi 9 (3 moduly sprezystosci, 3 moduty $cinania i 3 wspotczynniki Poissona).

2.2.2. Zwigzek macierzy sztywnosci z macierzg podatnosci i statymi inzynierskimi
Wykorzystujgc fakt, ze macierze sztywnosci i podatnosci sg macierzami wzajemnie

odwrotnymi, elementy macierzy sztywnosci wyrazajg sie poprzez sktadowe macierzy
podatnosci nastepujgco (zmudne obliczenia czytelnik moze potraktowac jako ¢wiczenie)

o, - 52835k o, SuSu-Si
n S 22 S
Q33=811822_8122 Q12:513523—512533
S S
S,,S5,,—-S,2:S S,,S5,,—-S,:S
Q3= 1223 13222 Qos= 12213 23211 (2.24)
S S
1 1 1
Q44:“" Q55:“* Qesz“*
S44 855 866

2
S :811822833_811823_522853_5338524'2 S12823513
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Zamieniajgc formalnie Q na S otrzymamy zaleznos¢ sktadowych macierzy podatnosci od
sktadowych macierzy sztywnosci.

Elementy macierzy sztywnosci mozna takze wyrazi¢ poprzez state inzynierskie korzystajgc z
zalezno$ci (2.24) i (2.21). Otrzymamy wowczas nastepujgce zwigzki

_1-vy3va _1-vizva
Qu= E,E,A Q2= E,E,A
_1—V12V21 _ V21+V31V23
Qa3= E.E,A Q12 E,EqA
(2.25)
V31+V21V3 V3t VioVag
Quz=—"—-——"+ Qo=—"__""
E,EzA E,EzA
Q44=Cy3 Qs5=CGg Qe=C12
gdzie:
A:l_V12V21_V23V32_V31V13_2 V21V32Vi13 (2.26)

E,E,E,

Nalezy w tym miejscu zwrdci¢é uwage na jeszcze jeden efekt, charakterystyczny dla
materiatdw ortotropowych, a stojgcy w opozycji do "przyzwyczajen" wynikajgcych z analizy
materiatdw izotropowych. W tych ostatnich, jak wiadomo, wspodtczynnik Poissona musi
spetnia¢ warunek 1< v <1/2, za$ modut Younga musi by¢ dodatni. W przypadku materiatow
ortotropowych, na podstawie rozwazan energetycznych wykazano, ze zarbwno macierz
sztywno$ci, jak i macierz podatnosci muszg byé dodatnio okreslone, co powoduje, ze
elementy tych macierzy lezgce na przekatnej gtdwnej musza by¢ dodatnie, tzn.

S11+S2 ,S33 ,S4s,Ss5,S6>0 (2.27)
Q11 .,Q2 ,Q33,Q4 ,Qs5 ,Qg>0 (2.28)

Z rownania (2.27), po wykorzystaniu (2.21) otrzymujemy warunek, jaki muszg spetniac
moduly sprezystosci i moduty $cinania

E, E;, ,E3,Gy3,G3,G,>0 (2.29)
Ograniczenia na wartosci wspotczynnikéw Poissona wynikajg z réwnania (2.28) oraz
zwigzkdéw okreslajgcych elementy macierzy sztywnosci poprzez elementy macierzy
podatnosci - rownanie (2.24). Otrzymamy stad nastepujgce warunki ograniczajgce

‘523‘ <(522533)%
‘513‘ < (511S 33 )% (2.30)

‘512\<(511522)%

Wstawiajgc do (2.30) odpowiednie sktadowe macierzy podatnosci okreslone rownaniem
(2.21) otrzymujemy ograniczenia na wartosci wspofczynnikbw Poissona w postaci
nastepujgcych nieréwnosci
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% %

‘VZl‘ < Ezj i ; ‘VlZ‘ <[ElJ i
1 2

% %
E E

Ve < Ej : V2l <(Ej (2.31)

‘V13‘ < ElJ% ; ‘V31‘ < [Eg)]%

Es E,

Kolejny warunek ograniczajgcy wartosci wspétczynnikow Poissona wynika z faktu, ze
wyznacznik (2.26) dodatnio okreslonej macierzy podatnosci musi by¢ dodatni. Biorgc pod
uwage, ze moduty sprezystosci sg dodatnie, licznik wyrazenia (2.26) réwniez musi byc¢
dodatni, tzn. zachodzi warunek

1-vipvp1—VozVar—Va1Vi3—2 Vo V3o vi3>0 (2.32)

State inzynierskie dla ortotropowej warstwy laminatowej w gtéwnych osiach materiatowych
muszg by¢ koniunkcjg warunkow (2.29), (2.31) i (2.32). Relacje te sg uzyteczne dla oceny
spéjnosci teoretycznego modelu sprezystego materiatu  kompozytowego z danymi
eksperymentalnymi odnosnie statych inzynierskich. W przypadku, gdy warunki ograniczajgce
nie sg spetnione, watpliwe sg wyniki eksperymentalne, bgdz wadliwy jest model teoretyczny.

Z nieréwnosci (2.31) widac, ze wartosci wspotczynnikow Poissona zalezg od modutdw Younga,
trudno zatem podac liczbowe ograniczenia na te wartosci. Dane do$wiadczalne pokazujg, ze np.
wartos¢ wiekszego wspotczynnika Poissona vi,= 1.9 nie jest czyms zaskakujgcym.

Warto zauwazy¢, ze dla materiatu izotropowego nierownosé¢ (2.32), wobec réwnosci
wszystkich wspétczynnikdéw Poissona w niej wystepujgcych, redukuje sie do nieréwnosci

1-3v2-2v3>0 (2.33)

Nieréwnos¢ ta jest spetniona tylko wowczas, gdy wspétczynnik Poissona spetnia warunek -
1< v < 0.5, a zatem (2.32) zapewnia prawidtowe przejscie do materiatu izotropowego.

2.3. Zwiazki fizyczne dla materiatu ortotropowego w ptaskim stanie naprezenia

Konstrukcje wykonane z kompozytow laminatowych sg generalnie konstrukcjami
dwuwymiarowymi (grubos¢ laminatow jest znikomo mata w stosunku do pozostatych
wymiaréw) — pracujg zatem w warunkach PSN. Bedzie on analizowany dla ptaszczyzny
utworzonej przez gtéwne osie materiatowe warstwy kompozytowej, tzn. w uktadzie (1, 2) -rys.
2.3. Przypomnijmy raz jeszcze, ze taka konfiguracja nosi nazwe konfiguracji osiowej.

1

Rys. 2.3. Konfiguracja osiowa warstwy jednokierunkowo zbrojonej.
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Dla ptaskiego stanu naprezenia w ptaszczyznie (1, 2), okreslonego warunkiem
03— 0 O4 = 0 O5 — 0 (234)

zwigzki fizyczne (2.2) upraszczajg sie do postaci

01 Qi Qi 0 | €1
o,r=Qp Qxn 0 [e& (2.35)
Os 0 0 Qes]lcs
€1 Sz S 0 |loy
E2r=S15 Sy, 0 o, (2.36)
Eg 0 0 Se¢llos

Macierz sztywnosci w postaci wystepujgcej w rownaniu (2.35) jest zwana zredukowang
macierza sztywnosci , a warstwa ortotropowa, dla ktorej Q; ma takg witasnie postac -
warstwa specjalnie ortotropowa.

Sposob okreslania statych inzynierskich dla pfaskiego stanu naprezenia przedstawiono
szczegotowo w poprzednim rozdziale (rys. 2.2, row. (2.15) - (2.21)). W funkcji statych
inzynierskich réwnanie (2.36) ma postac

. y _
1 vYa
€1 E; E, o1
V12 1
El EZ
£ 1 Og
0 0 —

Odwracajgc macierz podatnosci lub tez wykorzystujgc zwigzki (2.24) z uproszczeniami
wynikajgcymi z ptaskiego stanu naprezenia otrzymamy niezalezne sktadowe macierzy
sztywnosci w postaci

Qll_ S11822 _812821 (2.38)

sz: S118228_]-1812821 (2.39)

le: S125218_12811822 (2.40)
1

% S (2.41)

Korzystajgc z rownan (2.37) - (2.41) réwnania fizyczne (2.35) przyjmujg postac, w ktorej
macierz sztywnosci okreslona jest w funkgcji statych inzynierskich nastepujgco

(ox] mEl mVZlEl 0 &1
Oo = mV12E2 m E2 0 12p) m:[l—V12V21]_1 (242)
Og 0 0 G12 86
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llos¢ niezaleznych statych w macierzach sztywnosci, podatnosci i statych inzynierskich
zmniejsza sie do czterech, w porownaniu z dziewiecioma dla ogolnego przypadku ortotropii.
Niezalezne state inzynierskie, standardowo podawane dla danego typu materiatu
kompozytowego to

¢+ E, tzw. podtuzny modut Younga
¢ E, tzw. poprzeczny modut Younga
¢ G modut Scinania

12

¢ v, tzw. wiekszy (ang. major) wspétczynnik Poissona.
Pigta stata inzynierska, wystepujgca w rownaniu (2.37) i (2.42)
¢ v, tzw. mniejszy (ang. minor) wspétczynnik Poissona

jest statg zalezng od pozostatych statych inzynierskich i wynosi

E
y 21:?2V b (2.43)

1

State inzynierskie dla typowych kompozytéw laminatowych jednokierunkowo zbrojonych
zestawiono w tabeli 2.2. Nalezy je traktowac jako wartosci typowe, ale nie koniecznie bardzo
precyzyjne, gdyz wykazujg one duzy rozrzut spowodowany rdéznicami w wartosciach statych
materiatowych dla wtokien. W tabeli 2.3 zestawiono state inzynierskie dla formalnie tego
samego materiatu, zestawione na podstawie danych réznych autorow. W ostatniej kolumnie
podano procentowe réznice wartosciami minimalnymi i maksymalnymi - wahajg sie one od
kilkunastu do kilkudziesieciu procent.

Na zakonczenie nalezy podkresli¢, ze znajomos$¢ macierzy sztywnosci, podatnosci i ich
postaci w funkcji statych inzynierskich przedstawionych tutaj dla pojedynczej warstwy
kompozytu w jej konfiguracji osiowej, odgrywa podstawowg role w analizie nieosiowej
konfiguracji warstwy, a potem przy rozwazaniach dotyczgcych kompozytu jako zbioru warstw
czyli w tzw. klasycznej teorii laminaciji.

STALE INZYNIERSKIE
MODUL MODUL MODUL WSPOLCZYNNIK
MATERIAL PODLUZNY1Eq POPRZECZNY1Ep SCINANIALG 12 POISSONA V12
[GPa] [GPa] [GPa]
szkto E/epoksyd 45 12.0 5.5 .28
szkto S/epoksyd 55 16.0 7.6 .28
grafitlepoksyd ww™ 145 10.0 4.8 25
grafitepoksyd wm™ 220 6.9 4.8 .25
grafit/epoksyd uwm™ 290 6.2 4.8 .25
Toray T300/epoksyd * 121 10.2 4.8 .30
Kevlar 49 76 55 2.1 .34
boron/epoxy 210 19.0 4.8 .25

*) - badania DTH - Lyngby. Pozostate dane na podstawie Delaware Composites Design Encyclopedia,Vol.1.
**) - skroty oznaczajg: WW - kompzyt wysoko-wytrzymaty, WM - wysoko-modutowy, UWM - ultrawysoko-modutowy

TABELA 2.2. State inzynierskie dla typowych kompozytéw jednokierunkowo zbrojonych.

10
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ZRODLO DANYCH
STALE INZYN. 1 2 3 4 5 6 7 A [%]
E1 [GPa] 137 121 139 128 145 148 132 18
E, [GPa] 100  10.2 115 110  10.0 7.4 9.3 36
G12 [GPa] 48 48 5.3 4.5 438 3.9 4.6 26
vip 03 03 031 025 025 031 028 19

1,2 - DTH - Lyngby,

wartosci rekomendowane do projektowania,
(dane w kolumnach 3 - 7 zaczerpnigeto z Delaware Composites Design Encyclopedia,Vol.1.)

3, 4 - Major Airframe Company Reports . Kolumna 3 podaje wartosci $rednie, kolumna 4

5- C. Zweben,

6 - K. F. Rogers i in.

7 - T. Ishikawa i in.

TABELA 2.3. Poréwnanie wartosci statych inzynierskich dla kompozytu jednokierunkowo
zbrojonego grafit/epoksyd.
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