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ROZDZIAL 7
MIKROMECHANIKA KOMPOZYTOW

W dotychczasowej analizie materiatbw kompozytowych, obejmujacej m.in. budowe macierzy
sztywnosci i podatnosci, wyznaczanie statych inzynierskich oraz okreslenie wytrzymatosci
kompozytéw, przyjmowalisSmy milczaco zatozenie o ich homogenicznosci (jednorodnosci). Bez trudu
potrafilismy np. okresli¢ state inzynierskie dla laminatu szkto/epoksyd, nie wnikajac w to jaki jest udziat
widkien szklanych w ogdlnej objetosci laminatu, ksztatt ich przekroju czy rozmieszczenie widkien w
przekroju poprzecznym laminatu. TraktowaliSmy kompozyt tak, jak kazdy inny osrodek jednorodny,
tyle, ze anizotropowy. Do pewnego stopnia zapomnieliSmy, ze w skfad kompozytu wchodzg co
najmniej dwa rézne sktadniki, ktérych wiasnosci fizyczne, chemiczne, geometryczne itp. muszg miec
bezposredni wpltyw na wiasnosci utworzonego przez nie kompozytu. O obecnosci widkien w
laminatach byta mowa tylko wéwczas, gdy okreslany byt kod laminatu, podajacy katy pomiedzy
kierunkami widkien i osiami dowolnego ukfadu odniesienia.

Takie postepowanie mozliwe byto dzieki temu, ze zachodzito ono na poziomie makroskopowym, kiedy
wielosktadnikowa budowa kompozytu nie miata znaczenia z punktu widzenia wyznaczania np.
charakterystyk materiatowych. Te otrzymuje sie bowiem dla prébki kompozytowej w standardowych
prébach (jednoosiowe rozcigganie, $ciskanie, $cinanie) i w zaleznosci od sposobu ich
przeprowadzenia, uzyskane wartosci mniej lub bardziej doktadnie opisujg makroskopowe wtasnosci
badanego materiatu. Znajomos¢ mikrobudowy kompozytu, jakkolwiek decydujacej o uzyskanych
wynikach makroskopowych, jest tu catkowicie zbedna. Z drugiej jednak strony, jest powszechnie
znanym fakt wystepowania zasadniczych réznic w wartosciach charakterystyk materialowych dla
kompozytéw skiadajgcych sie z tych samych skfadnikéw (pod wzgledem gatunkowym - np. matryca
epoksydowa zbrojona wtoknem szklanym), ktérych nie da sie wyjasni¢ na gruncie makroskopowym.
Réznice te znajdujg swoje zrédio w mikroskopowej budowie kompozytu, charakteryzujacej sie
wieloma parametrami dotyczacymi wtasnosci fizycznych, chemicznych, mechanicznych i
geometrycznych (objetosciowy udziat poszczegdlnych skiadnikéw, ich rozmiar i ksztalt, sposob
"upakowania" w przekroju) sktadnikow tworzgcych materiat kompozytowy. Odpowiedz na pytanie - jak
mikrobudowa wptywa na makroskopowe wiasnosci kompozytu - mozliwa jest tylko na poziomie
analizy mikroskopowe;.

Dziat mechaniki kompozytdow zajmujacy sie mikroskopowa (tzn. uwzgledniajacg wtasnosci
sktadnikow) analizag materiatbw kompozytowych nosi nazwe mikromechaniki kompozytéow. W
oparciu o odpowiednie modele mikromechaniczne mozna przewidzie¢ podstawowe charakterystyki
materiatu (makroskopowe), takie jak

moduty Younga

wspotczynniki Poisson'a

moduty $cinania

wspétczynniki rozszerzalnosci cieplnej

charakterystyki wytrzymatosciowe

* & & o o

wyrazajgce sie przez wartosci charakterystyk poszczegoélnych sktadnikow (np. matrycy i widkien).

W analizie makroskopowej laminatéow o warstwach jednokierunkowo zbrojonych podstawowe
znaczenie odgrywajg state materiatowe dla osiowej konfiguracji pojedynczej warstwy. To na ich
podstawie buduje sie kolejno: transformowane macierze sztywnosci dla pojedynczych warstw,
macierz sztywnosci tarczowej, sprzezen i zginania dla laminatu (zbioru warstw). W analizie
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wytrzymatosci laminatu wykorzystuje sie state, ktére takze dotyczg konfiguracji osiowej warstwy.
Podstawowym celem mikromechaniki w odniesieniu do tej grupy kompozytéw jest zatem okreslenie
statych "osiowych" w funkcji charakterystyk materiatowych matrycy i widkien. Cel ten mozna zapisaé
symbolicznie w postaci

P:P(Em’Ef:Vm’fovm’Vf) (7.1)
X = X(Xp, Xp Vi, V) (7.2)
aza(am’af’Em’Ef’Vm1vf) (7.3)

Przez P nalezy rozumie¢ jedng ze statych sprezystych w osiowej konfiguracji warstwy, E,, , Ef -
odpowiednie moduty sprezystosci matrycy i widkien, v, , vf - objetosciowe udziaty matrycy i widkien,
Vim ,» V- odpowiednie wspotczynniki Poisson'a dla matrycy i widkien. X oznacza jedng z charakterystyk
wytrzymato$ciowych warstwy osiowej, X, , Xr - odpowiednie state wytrzymatoSciowe dla matrycy i
widkien. Symbolem o oznaczono wspétczynniki rozszerzalnosci liniowej warstwy osiowej, am, af -
odpowiednie wspétczynniki dla matrycy i wiokien.

Wiekszos¢ modeli mikroskopowych bazuje na tych samych podstawach formalnych - przyjmuje sie,
ze zaréwno matryca, jak i widkna sg jednorodne, izotropowe i liniowo sprezyste. Przyjmuje sie
ponadto, ze wibkna sa regularnie rozmieszczone w przekroju i doskonale potaczone z otaczajacy je
matryca, co oznacza brak wystepowania poslizgéw na granicy matryca-wiékno. W odniesieniu do
matryc przyjete zatozenia dobrze odpowiadajg rzeczywistym materiatom, tak wiec z izotropii wynika,
ze mozna je opisac przy pomocy tylko dwéch statych sprezystych - modutu Younga i wspotczynnika
Poisson'a. Nieco inaczej jest z widknami, ktére mogg by¢ izotropowe, jak np. widkna szklane, ale
moga takZze nie spetnia¢é warunku izotropii. Typowym przyktadem sg witokna weglowe i witdkna
organiczne (np. Kevlar), ktérych wtasnosci w kierunku poprzecznym do widkien sg wyraznie inne niz
w kierunku podtuznym, powinno sie zatem przy ich opisie uzywac (w stanie ptaskim) 4 statych tzn.
dwdch modutéw Younga, jednego ze wspétczynnikéw Poisson'a i modutu $cinania. Problem polega
jednak na tym, ze doswiadczalne okreslenie wtasnosci poprzecznych witdkien napotyka na znaczne
trudnodci, a uzyskiwane wyniki charakteryzujg sie duzym rozrzutem. Czesto w zwigzku z tym
przyjmuje sie zatozenie izotropii, co w pewnym stopniu ttumaczy dlaczego teoretyczne zaleznosci
okreslajgce makroskopowy poprzeczny modut Younga w funkcji wtasnosci sktadnikédw najtrudniej -
obok modulu $cinania - "dopasowaé" do wynikéw testéw wykonywanych na probkach
makroskopowych.

Przy okreslaniu wtasnosci makroskopowych na podstawie wiasnosci sktadnikéw kompozytu stosuje
sie wiele metod, co z jednej strony jest przejawem dgzenia do znalezienia modelu najlepiej
pasujgcego do wynikéw badan, ale z drugiej - stanowi dowdd, Zze model "idealny", a jednoczes$nie
stosunkowo prosty w praktycznym zastosowaniu w zasadzie nie istnieje.

Podstawowg role w wiekszosci modeli mikromechanicznych materiatu wielosktadnikowego odgrywa
pojecie reprezentatywnego elementu objetosciowego (ang. Representative Volume Element -
RVE), tzn. takiego elementu, ktéry z jednej strony pozwala uwzgledni¢ mikrostrukture kompozytu, a z
drugiej prawidtowo oddaje jego cechy makroskopowe. Mozna powiedzie¢, ze RVE to mozliwie
najmniejsze "okno", przez ktére obserwujemy kompozyt i dobrze widzgc mikrobudowe nie tracimy z
oczu jego wtasnosci w skali makroskopowej. Stopien komplikacji RVE zalezy od typu kompozytu, a w
szczegdblnosci od jego wypetnienia. Stosowane sg dwuwymiarowe, jak i trojwymiarowe elementy
reprezentatywne. Wspdlng ich cechg jest wystepowanie w RVE jednego widkna, przy czym zaktada
sie, ze przekroje widkien tworza "tablice" o okreslonej strukturze geometrycznej (np. heksagonalnej,
kwadratowej, obrdconej kwadratowej i in.). Typowe "tablice" przekrojéw widkien okragtych i
odpowiadajgce im elementy reprezentatywne pokazano na rysunkach 7.1, 7.2 7.3.

Uproszczony reprezentatywny
30° element objetosci

Reprezentatywny element objetoSci

Rys. 7.1. Heksagonalny uktad przekrojow poprzecznych widkien i reprezentatywny element objetosci.
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Uproszczony reprezentatywny
element objetosci

45°

Reprezentatywny element objetos$ci

Rys. 7.2. Kwadratowy uktad przekrojéw poprzecznych widkien i reprezentatywny element objetosci.

Uproszczony reprezentatywny

element objetosci
45°

Reprezentatywny element objeto$ci

Rys. 7.3. Obrocony kwadratowy uktad przekrojéw poprzecznych widkien i reprezentatywny element
objetosci.

Wymiary reprezentatywnego elementu objetosci dobierane sg zazwyczaj w ten sposob, ze za jeden z
nich przyjmuje sie rozstaw widkien w przekroju poprzecznym, za drugi grubos$¢ warstwy
kompozytowej (lub rozstaw widkien na grubosci warstwy), a trzeci dowolnie.

Celem analizy RVE jest uzyskanie zwigzkdw miedzy makroskopowo mierzalnymi charakterystykami
materiatowymi kompozytu i charakterystykami tworzacych go sktadnikéw, zapisanych symbolicznie w
postaci réwnan (7.1) - (7.3). Analiza ta moze by¢ dokonywana przy zastosowaniu wielu metod,
opartych na liniowej sprezystosci i jej aparacie formalnym. Wiekszos$¢ autoréw podaje za Chamisem i
Sendeckim podziat tych metod na nastepujace grupy :

¢ mechanika materiatow,

metody wariacyjne ( twierdzenia ekstremalne - ang. energy bounding principles)

metody pot-empiryczne

metody samo-spojne (ang. self-consistent field)

metody numeryczne.

* & & o

Metody numeryczne (metoda réznic skonczonych, metoda elementéw skonczonych, rozwiniecia
szeregdw) dostarczajg cennych rozwigzan, ale ze swej natury dotyczg one okreslonych materiatow i
geometrii widkien, co uniemozliwia jakiekolwiek ich uogdlnienia na inne materialy. Pozwalajg one
jednak na weryfikacje zatozen upraszczajagcych wprowadzanych w modelach "analitycznych",
dostarczajagcych rozwigzan w formie zamkniete;.

Podejscie mechaniki materiatow jest najprostsze tak pojeciowo, jak i obliczeniowo, totez jest
najczesciej wykorzystywane. Nalezy jednak mie¢ swiadomosé, ze w przypadku modutu $cinania, a
szczegolnie poprzecznego modutu Younga daje ono wartosci zanizone w stosunku do wartosci
mierzonych w probach doswiadczalnych. Wprowadzane poprawki do modeli bazujagcych na
mechanice materiatéw nieco ztagodzity wspomniane "niedoszacowanie", ale nie na tyle, aby moc
bezkrytycznie uzna¢ podej$cie mechaniczne za wolne od wad czy ograniczen w zastosowaniu.
Niemniej jednak z uwagi na stosunkowa jego prostote, a jednoczesnie prawidiowe jakosciowo wnioski
Z niego ptynace, a dotyczace wptywu (lub tez jego braku) poszczegdinych sktadnikéw kompozytu na
okreslone state materiatowe - warte jest szerszego przedstawienia - dotyczy¢ tego bedzie pkt. 7.1.
Bedzie tam rowniez pokazane tzw. podej$cie kombinowane mechaniki materiatow.

W punkcie 7.2 przedstawione bedzie semi-empiryczne podejscie Halpina-Tsai'a, odgrywajace
podstawowa role w wyznaczaniu charakterystyk sprezystych kompozytu.
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Metody wariacyjne oraz samo-spojne, jako metody o mniejszym znaczeniu praktycznym zostang tu
pominiete. Czytelnicy zainteresowani tg tematykg mogq znalez¢ szeroka prezentacje tych metod i
wynikajacych z nich rozwigzan we wspomnianych we wstepie do skryptu podreczniku Jones'a, a
takze Delaware Encyclopedia. (vol.2., sec.2.3).

7.1. Charakterystyki materiatowe kompozytu. Podejscie mechaniki materialow

Analizowany bedzie kompozyt jednokierunkowo zbrojony pokazany na rysunku 7.4 wraz z
wyidealizowanym modelem obliczeniowym.

N1 a
Q@ Q@ A’ Am
L
< |
2 L
-/ v -/ /t /r
| w | }Wf . Wa }
| W |
B. Kompozyt jednokierunkowo B. Wyidealizowany model kompozytu
zbrojony (model mechaniki materiatéw)

Rys. 7.4. Kompozyt jednokierunkowy i jego model mechaniczny.

Model wyidealizowany kompozytu jednokierunkowego jest zbudowany w ten sposdéb, ze wszystkie
widkna z probki skupiono w jednym prostopadto$cianie o objetosci LxtxW; , przy czym taczna
powierzchnia przekrojow poprzecznych witokien A jest suma powierzchni wszystkich pojedynczych
widkien o przekroju jednostkowym a; . Podobne rozumowanie zastosowano do matrycy, ktérej pole
powierzchni "skupionego" przekroju poprzecznego oznaczono A, . Osie wspoétrzednych (1, 2) sg
gtéwnymi osiami materiatowymi.

Podejscie mechaniki materiatéw jest oparte na pewnych zatozeniach upraszczajacych, pozwalajacych
uzyskac wielkosci statych materiatowych w postaci zamknietej. Podstawowe zatoZzenia sg nastepujace
¢ odksztatcenia liniowe o kierunku witdkien sg takie same w matrycy i we widknach,

¢ obowigzuje jednoosiowy stan naprezenia, gdy probka poddana jest dziataniu obcigzenia o4, oo,
'C12 .
Pierwsze z nich oznacza, ze nie dopuszcza sie poslizgoéw, jakie moga wystgpi¢ na granicach

widkno/matryca i wywotanego nimi efektu "wyrywania" widkna z matrycy. Méwigc inaczej, zaklada sie
idealne (nierozerwalne) potaczenie sktadnikéw kompozytu.

W oparciu o podejscie mechaniki materialdbw wyznaczone zostang moduty Younga (podtuzny Eq i
poprzeczny E, ), wiekszy wspoétczynnik Poisson'a v{o , modut $cinania Gqp, a takze wspotczynniki
rozszerzalnosci cieplnej a4 i ap w funkcji objetosciowych udziatéw widkien i matrycy oraz ich
charakterystyk materiatowych.

W odniesieniu do wtasnosci wtdkien i matrycy odstapimy od zatozenia ich izotropii, przyjmujac, ze sg
one ortotropowe. Dzieki temu przypadek izotropii (réwniez izotropii poprzecznej) bedzie mozna
uzyskac z otrzymanych rozwigzan jako przypadek szczegdlny.

W dalszej analizie przyjeto nastepujgce oznaczenia

¢ Eq, Eqm, Eqf, - podiuzne moduty Younga, odpowiednio kompozytu, matrycy i widkien,
¢ Ej, Eon, Eof, - poprzeczne moduty Younga kompozytu, matrycy i widkien,
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G12, G12m, G12f, - moduty scinania, kompozytu, matrycy i widkien,

V12, Vi2m, V12f, - Wieksze (ang. major) wspoétczynniki Poisson'a kompozytu, matrycy i widkien,
o1, 1m, O1f, - WSpotczynniki podtuznej rozszerzalnosci cieplnej kompozytu, matrycy i widkien,
o, Oom, Oof, - WSpOtczynniki poprzecznej rozszerzalnosci cieplnej kompozytu, matrycy i widkien,

Vm, Vs, - Objeto$ciowe udziaty matrycy i widkien tzn. stosunki tgcznej objetosci matrycy i widkien do
catkowitej objetosci kompozytu.

* & & o o

7.1.1. Podtuzny moduf Younga E;

Zaleznos$¢ okreslajacg podtuzny modut Younga Eq mozna uzyskac rozwazajgc odpowiedZz modelu na
przytozone do Scianek poprzecznych do osi , rbwnomierne obcigzenie rozciggajace c1.

Odksztatcenie liniowe, jakie wowczas powstaje, okreslone jest zaleznoscig

e=(L,—L)/L (7.4)
gdzie Lg oznacza dtugos¢ probki po rozciggnieciu.

Podtuzny modut sprezystosci kompozytu wyrazony jest w tym przypadku zwigzkiem

E;=0,/¢q4 (7.5)

Tak wiec, aby wyznaczy¢ E¢ nalezy okresli¢ zwigzek naprezenia o1 z naprezeniami powstajgcymi w
matrycy i we wioknach. Nie zachodzi taka potrzeba w przypadku odksztatcenia g1 gdyz na mocy
przyjetego wczesniej zatozenia, odksztatcenia liniowe probki i jej sktadnikow sg takie same, tzn.

E1=81= E1m (7.6)

Sity powstajgce w kompozycie, matrycy i widknach, a wywotane obcigzeniem zewnetrznym wynoszg
odpowiednio

F,=c/,A

Frn=0mAn (7.7)
Fi=o:Ay

Sita F4 rozdziela sie miedzy witdkna i matryce, z warunku réwnowagi sit wynika zatem zwigzek
Fi=F,+F¢ (7.8)

Wstawiajac (7.7) do (7.8) i korzystajac z tego, ze objetosciowe udziaty widkien i matrycy mozna
zapisa¢ w postaci

vi=As/A , v,=A,/A (7.9)
otrzymujemy zalezno$¢ miedzy naprezeniami w kompozycie, matrycy i zbrojeniu
O'»,ZVme +VfO'f (710)

Podstawienie réwnania (7.10) do zwiazku okreslajacego podtuzny modut Younga - réwnanie (7.5), z
uwzglednieniem zatozenia (7.6), pozwala zapisa¢ modut E{ w postaci

Ei=Vp(om/em)+vilos/ es) (7.11)

Dla dalszej analizy kluczowe obecnie jest pytanie - jakg posta¢ majg wyrazy ujete w nawiasy, w
réwnaniu (7.11). Wystepujace tam odksztatcenia mozna wyznaczy¢ ze zwigzku fizycznego (2.2).
Pamietajac o przyjetym zatozeniu o ortotropii tak witokien, jak i matrycy, macierz podatnosci w (2.2)
nalezy przyja¢ w postaci (2.21). Latwo wykazac¢, ze odksztatcenia liniowe ¢4f i €1m zalezg nie tylko od
naprezeh normalnych - odpowiednio c4f i o1y , ale rowniez pozostatych naprezen normalnych. W
kompozytach, na skutek réznicy miedzy wartosciami wspétczynnikéw Poisson'a dla matrycy i widkien,
obcigzenie o1 moze wywotywaé niezerowe wartosci tych naprezen. Ten efekt jest jednak w modelach
mechaniki materiatdw pomijany i jak to powiedziano juz wczesniej, przyjmuje sie jednoosiowy stan
naprezenia. W rezultacie odksztatcenia liniowe w matrycy i wiéknach wynoszg
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Eim=0m/ Emm  &y=0¢/Ey (7.12)
Z (7.11) po wstawieniu (7.12) otrzymujemy poszukiwang wartos¢ podtuznego modutu Younga
kompozytu, wyrazong poprzez udziaty objetosciowe i podtuzne moduty Younga matrycy i widkien
E1:VmE1m+VfE1f (713)
Réwnanie (7.13) nosi nazwe zasady mieszanin dla podiuznego modutu sprezystosci. Wynika z niego
liniowa zalezno$¢ modutu podtuznego od objetosciowych udziatow matrycy i widkien.

Na rysunkach 7.5 i 7.6 przedstawiono zalezno$¢ unormowanego modutu podiuznego kompozytu,
odpowiednio Eq / E4fi Eq / Eqm W funkcji objetosciowego udziatu widkien, przy wartosciach stosunku
modutu podtuznego matrycy i witdkien, wystepujacych w rzeczywistych kompozytach.

1 T
—4A— E1f/ E1m=20

08 +4---

0.6 1 - - - —— AT

e

Unormowany podituzny
modut Younga E1 / E1f

|
l
N
|
|
024 ------ =P Ao
|
|
|

Objetosciowy udziat widkien Vf

Rys. 7.5. Zaleznos¢ unormowanego modutu sprezystosci E4 / E4; od objeto$ciowego udziatu widkien.

—4A— E1f/ E1m=20
—0—50

N w » a
[<e] (] w o
1 L 1

. 3
154 o

(o]
1

Unormowany podtuzny
modut Younga E1/E1m

o

o

Objetosciowy udziat widkien Vf

Rys. 7.6. Zalezno$¢ unormowanego modutu sprezystosci E4/ E4, 0d objetosciowego udziatu widkien.

Z wykresu (7.5) wida¢, ze modut unormowany E¢/E4 w niewielkim stopniu zalezy od stosunku
modutdw sprezystosci skfadnikow. Zalezy on przede wszystkim od udziatu widkien (tym samym
matrycy) w kompozycie. W pewnym przyblizeniu mozna powiedzie¢, ze modut podtuzny kompozytu
jest rowny iloczynowi objetosciowego udziatu widkien i ich modutu podituznego - np. przy 50
procentowym udziale objetosciowym sktadnikéw, modut podtuzny kompozytu jest réwny ok. potowie
modutu podtuznego widkien. Tak wiec chcac uzyskaé kompozyt o duzej sztywnosci podtuznej
nalezy zastosowaé w odpowiedniej ilosci wiékna z materialu o wysokim module sprezystosci,
matrycy pozostawiajac role przede wszystkim spoiwa.
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Powyzsze wnioski wynikajg takze z wykresu (7.6), z ktdrego fatwiej przesledzic jest znaczenie widkien
w kompozycie. Wezmy jako stan wyjSciowy materiat jednorodny bez udziatu wtdkien tzn. samg
matryce. Jej modut Younga jest rzedu kilku GPa (tablica 1.3). Dodanie niewielkiej ilosci witdkien - np.
w ilosci 20 procent objetosci kompozytu (w rzeczywistych kompozytach widékna stanowig srednio 60
procent) powoduje wzrost modutu podtuznego, juz nie materiatu jednorodnego, ale kompozytu, od
kilku do kilkunastu razy (w zaleznosci od modutu wiékien) w stosunku do stanu wyjsciowego !

Liczne badania doswiadczalne wykazaty, ze zwigzek (7.13) daje bardzo dobrg zgodnos¢ wartosci
modutu podtuznego obliczonego na podstawie charakterystyk sktadnikéw kompozytu i pomierzonego
w testach.

7.1.2. Wiekszy wspofczynnik Poisson‘a v,,

Obcigzenie o4 wywotuje nie tylko wydtuzenie probki w kierunku osi "1", ale réwniez jej poprzeczne
zwezenie w kierunku osi "2". Tak wiec odksztatceniom liniowym g1, €1m, €1f musza towarzyszyé¢
odksztatcenia €p, ey i epr. Odksztatcenie prébki eo mozna wyznaczy¢ na podstawie deformacii
warstwy kompozytowej, ktérej model pokazano na rysunku 7.4 B. Zdeformowang warstwe
przedstawiono na rysunku 7.7.

Zgodnie z (2.22) wigkszy wspotczynnik Poisson'a v, wyznaczymy ze zwigzku

V12=—€2/€1 (714)
A A
2 2
Wy W Wi, Woy
W | — M
Prébka przed deformacja Prébka po deformaciji

Rys. 7.7. Rozciggana probka przed i po deformac;ji.

Stosujac oznaczenia jak na rysunku 7.7 (indeks "k" oznacza, ze dana wielko$¢ odnosi sie do stanu po
deformacji, za$ jego brak - wymiary poczatkowe) , odksztatcenie poprzeczne warstwy, matrycy i
wtdkien - odpowiednio &,, &5, | €95, MOZzNa zapisa¢ w postaci

ea=(W , -W)/W (7.15)
&om=W mx=W )/ W, (7.16)
eor=Wp~We )/ Wy (7.17)
Z rysunku wynikajg nastepujgce zaleznosci odnoszace sie do wymiaréow warstwy

W=WwW,+W; (7.18)
W, =W . +W g (7.19)

Po podstawieniu (7.18) i (7.19) do (7.15) otrzymamy
g2= W mi—W ) )/ W+ W o —W ¢ )/ W (7.20)

Objetosciowe udziaty matrycy i widkien wynoszag
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zmetZWm/W y Vf

, WLt
mowLt

WLt

=W;/W (7.21)
Wykorzystanie (7.16) i (7.17) oraz (7.21) pozwala zapisa¢ odksztatcenie poprzeczne warstwy
kompozytowej w postaci zaleznosci

52:Vm‘92m+vf‘92f (722)

Zaktadajgc, podobnie jak przy wyznaczaniu podiuznego modutu Younga, jednoosiowy stan
naprezenia - odksztalcenia poprzeczne matrycy i widkien wyrazajg sie wytacznie poprzez ich
odksztatcenia podtuzne; zachodzg zatem zwigzki

Eom=—Vi2m€im (7.23)
Eof=—Vi2fE1f (7.24)
Tak wiec

Eo2==VmViomEim —ViViar€rr (7.25)

Wstawiajac otrzymane wyrazenie do definicji wspétczynnika Poisson'a (7.14) i wykorzystujac
zatozenie o rownosci odksztatcen podtuznych warstwy, matrycy i laminatu - réwnanie (7.6) -
otrzymamy poszukiwany wiekszy wspoétczynnik Poisson'a w postaci zasady mieszanin

V2=V mVizm +VViof (7.26)

Zaleznos¢ modutu Poisson'a od objetosciowego udziatu widkien ma identyczny charakter jak
zaleznos¢ podtuznego modutu Younga - rysunek 7.5 i 7.6 - i podobnie jak zasada mieszanin dla
modutu E¢ - rdwnanie (7.13), tak i zasada mieszanin (7.26) dla wiekszego wspoétczynnika Poisson'a
v12 bardzo dobrze odpowiada wynikom doswiadczalnym.

7.1.3. Poprzeczny modut Younga E,
W celu wyznaczenia poprzecznego modutu Younga E; nalezy zbada¢ zachowanie warstwy przy
obcigzeniu jej powierzchni bocznej txL, réwnomiernie roztozonym obcigzeniem o wartosci o2 .

Zaktada sie, ze tak matryca, jak i wibkna poddane sg dziataniu tego samego naprezenia co cata
warstwa, zachodzi wiec warunek

O2=0o2m=0 »f (727)
Poprzeczny modut Younga jest zdefiniowany réwnaniem

E2202/52 (728)

Wystepujace w (7.28) odksztatcenie &2 wynika z deformacji warstwy, wywotanej obcigzeniem
zewnetrznym i wynosi

g,=W , —-W)/W (7.29)

Korzystajac z podanych w pkt. 7.1.2 zaleznosci geometrycznych (7.16) - (7.21), obowigzujacych
réwniez w rozpatrywanym przypadku, otrzymujemy

€2=Vm82m +Vf€2f (730)

Po podstawieniu (7.30) do definicji Ex - (7.28) i wykorzystaniu zatozenia (7.27), odwrotno$c¢
poprzecznego modutu Younga wyraza sie zwigzkiem

(1Ez)=(com/ 0 om)Vm +(e2¢/ 0 56 )V¢ (7.31)

Nalezy teraz ponownie skorzysta¢ z zatozenia, ze na skutek obcigzenia zewnetrznego warstwy
powstaje w niej jednoosiowy stan naprezenia, dzieki czemu odksztatcenia eom | €21 Wynosza

€om=02m/ E om (7.32)

Eor=0 1/ E 5 (7.33)
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Po wstawieniu (7.32) i (7.33) do réwnania (7.31), przybiera ono postaé
(1/E,)=(v/Eopm)+ e/ E ) (7.34)
Roéwnanie (7.34) okredlajace odwrotno$¢ poprzecznego modutu Younga E2 nosi nazwe odwrotnej
zasady mieszanin.
Przeksztatcajac (7.34) otrzymujemy poszukiwany modut poprzeczny w postaci

EomE 2f

VmE2f+VfE2m

Graficzny obraz zwigzku (7.35) przedstawiono w postaci wykresu na rysunku 7.8, na ktérym
pokazano zmiane unormowanego modutu poprzecznego Ea/Eom w funkcji objetosciowego udziatu
widkien Vs dla wybranych wartosci stosunku Eof/Eom.

10

-
N N 9 4
O w
(5] 8
N ~
5N
g 7
o ® g
)

c
c =1 5 9
$o ,
o
E3Z 9
O O 21
[= E |
2 164 L2 Y } } } } } }

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09
Objetosciowy udziat wiékien Vf

Rys. 7.8. Poprzeczny modut Younga kompozytu w funkcji objetosciowego udziatu widkien.

Z wykresu 7.8 wida¢, ze modut poprzeczny kompozytu jest w bardzo matym stopniu zalezny od
stosunku modutéw widkien i matrycy. Przyktadowo, przy 50 procentowym udziale wtdkien, niezaleznie
od tego jak duzy bytby modut Eo widkien, jest on ok. dwukrotnie wiekszy od poprzecznego modutu
matrycy. Wynika stad wniosek, ze o poprzecznych wilasnosciach sprezystych kompozytu
decyduje gtownie matryca, zas widkna nie odgrywajg w tym wzgledzie wiekszej roli. Mamy tu wiec
do czynienia z przypadkiem odwrotnym do wiasnosci podtuznych, o ktérych decydowaty przede
wszystkim widkna, zas wtasnosci matrycy nie miaty wiekszego znaczenia.

W przeciwienstwie do zasady mieszanin uzyskanej dla modutu podituznego Younga i wiekszego
wspotczynnika Poisson'a, odwrotna zasada mieszanin dla modutu poprzecznego nie daje réwnie
dobrej zgodnosci z wynikami doswiadczalnymi. Wartosci obliczone z (7.35) sg z reguly zanizone w
stosunku do wartosci pomierzonych. Przyczyny tego nalezy szuka¢ w przyjetych zatozeniach
upraszczajacych. Zauwazmy, ze nie sg one spojne. Wykazemy to na przyktadzie odksztatcen
podituznych, ktére muszg powsta¢ w matrycy i widknach w odpowiedzi na przylozone obcigzenie o2
Maja one postaé

E1m= "V 21m€ 2m (7.36)
E1F=—V 21 € of (7.37)

Wstawiajgc do powyzszych zwigzkéw zaleznosci (7.32) i (7.33), otrzymane przy zatozeniu
jednoosiowego stanu naprezenia, a takze korzystajgc z zatozenia (7.27) otrzymujemy

&1m=— 21m(0 2/ E om) (7.38)
6=V 217 (0 2/ E ) (7.39)
Stosunek odksztatcen podiuznych w matrycy i widknach obliczony na podstawie (7.38) i (7.39) wynosi
&1m/ &1¢=V 21m/ E om NE 2¢/ v 21¢ ) (7.40)
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Wida¢ zatem, ze za wyjatkiem "teoretycznego" kompozytu, dla ktérego zachodzi zwigzek
V21m/E2m=V21f/E2f (741)

odksztatcenia podtuzne matrycy i widkien sg rézne (rézne bytyby w tym przypadku réwniez
przemieszczenia), co nie tylko jest sprzeczne z podstawowym zatozeniem modelu, ale rowniez jest
nie do przyjecia w rzeczywistych kompozytach, gdyz oznaczatoby to niezalezng prace matrycy i
widkien.

7.1.4. Moduf $cinania G4,
Modut scinania G1o moze by¢ wyznaczony na podstawie analizy deformacji warstwy, pokazanej na

rysunku 7.4 B , poddanej dziataniu réwnomiernego obcigzenia 112, réwnolegtego do widkien, ale
przytozonego do powierzchni bocznej Lxt . Przedstawiono to na rysunku 7.9.

A
—_—> 112 Y
Wi Vi
W, | F12m
T2 €— : L 1

Rys. 7.9. Deformacja wyidealizowanego modelu warstwy kompozytu przy $cinaniu.

Modut scinania w ptaszczyznie (1, 2) zdefiniowany jest jako stosunek naprezenia t1o i wywotanego
nim odksztatcenia katowego v, tzn.

Go=712/712 (7.42)
Przyjmuje sie zatozenie, Ze naprezenia styczne w kompozycie i jego sktadnikach sg takie same
T12=T12m= T12f (7.43)

Odksztatcenie katowe warstwy yi> wywotane przytlozonym obcigzeniem zewnetrznym wyraza sie
poprzez przemieszczenie A i zgodnie z rysunkiem 7.9 wynosi

tany ;,=A/W (7.44)

Korzystajac z jednego z fundamentalnych zatozen "klasycznej" teorii sprezystosci, a mianowicie
zatozenia o matych przemieszczeniach, wielkosé y42 mozna uznaé¢ za na tyle matg, aby jej tangens
uznaé¢ za réowny samej wielkosci. Ponadto, jezeli uwzgledni¢ zalezno$¢ geometryczng pomiedzy
przemieszczeniami

A=A+ Ay (7.45)
to odksztatcenie katowe wynosi
}/12§Am/W+Af/W (746)

Zastosowanie zatozenia o matych przemieszczeniach w stosunku do odksztatceh kgtowych matrycy i
widkien, pozwala wyrazi¢ je zaleznosciami

]/12m5 Am/Wm (747)
V1= Mg/ Wy (7.48)

Wyznaczajac z (7.47) i (7.48) przemieszczenia i wstawiajac je do (7.46), a takze wykorzystujac (7.21),
odksztatcenie katowe warstwy mozna zapisa¢ w postaci

V12=VmY12m+T VeV 12f (7.49)
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Zwigzek (7.49) nalezy teraz podstawi¢ do definicji modutu Scinania (7.42), korzystajac dodatkowo z
zatozenia o réwnosci naprezen stycznych (7.43). W wyniku tej operacji uzyskujemy wyrazenie

(1/G12) =V 12m/ T12m)Vm+ (P 127/ T126) Ve (7.50)

Zatozenie, po raz kolejny, jednoosiowego stanu naprezenia powoduje, ze wyrazenia ujete w nawiasy
w réwnaniu (7.50) sg rowne odwrotnosciom modutéw Scinania, kolejno matrycy i widkien. Ostatecznie
zatem odwrotnos¢ modutu $cinania warstwy kompozytowe;j jest okreslona zwigzkiem

(1/G12)=(Vm/Gam)+(vVe/ Gyy) (7.51)

Po odwrdceniu powyzszej relacji otrzymujemy poszukiwany zwigzek miedzy modutem $cinania
kompozytu, a modutami Scinania jego sktadnikéw

G1omGrof
GiomVit GV

Gyp= (7.52)

Zwigzek (7.52) to odwrotna zasada mieszanin dla modutu Scinania. Wnioski dotyczace odwrotnej
zasady mieszanin dla modutu poprzecznego odnoszg sie w réwnym stopniu do modutu G».

7.1.5. Mniejszy wspofczynnik Poisson'a v,4

Mniejszy wspotczynnik Poisson'a jest wielkoscig zalezng od podiuznego i poprzecznego modutow
Younga oraz wigkszego wspotczynnika Poisson'a i wyraza sie zalezno$cig

V21=(E2/E1)V12 (753)

W celu jego wyznaczenia nalezy wykorzysta¢ wyprowadzone uprzednio zwigzki okreslajace Eq, Ey i
V12, czyli rownania (7.13), (7.35) i (7.26). Otrzymujemy nastepujaca postaé mniejszego wspotczynnika
Poisson'a

E omE 2
VinE op+ ViE om N mE ym+V r E 4

V21=( )(VmV12m+VfV12f) (7.54)

Ze wzgledu na obecnos¢ modutu poprzecznego Younga (rownanie (7.35)) w liczniku wyrazenia
(7.53), zaleznos¢ (7.54) daje, podobnie jak (7.35) wartosci zanizone w stosunku do wartosSci
pomierzonych doswiadczalnie.

7.1.6. Wspoitczynnik podtuznej rozszerzalnosci cieplnej a4

Wspoitczynnik liniowej rozszerzalnosci cieplnej w kierunku podtuznym - a4 - mozna wyznaczy¢
analizujgc odksztatcenia warstwy kompozytu ogrzanej rownomiernie (tzn. ogrzana jest zaréwno
matryca, jak i widkna ) o AT stopni.

Odksztatcenie liniowe warstwy wywotane jej ogrzaniem wynosi

g1=01AT (7.55)
stad wspétczynnik liniowej rozszerzalnosci cieplnej a4 - obliczymy ze zwigzku

ar=¢&4/ AT (7.56)
Obowigzuje nadal zatozenie, ze odksztatcenia podtuzne kompozytu i jego sktadnikéw sg rowne
E1=E1m= &1f (7.57)

Wskutek réznych wartosci wspotczynnikdw rozszerzalnosci liniowej matrycy i widkien, ich
odksztatcenia podtuzne wywotane zmiang temperatury sg rowniez rézne i wynoszg

eln=a AT (7.58)

6';}: a1fAT (759)
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Rézne odksztatcenia oznaczatyby w tym przypadku wcigganie (lub wycigganie) witdkien do (z)
matrycy. Stoi to w jawnej sprzecznosci z przyjetym zatozeniem (7.57) (takze z zachowaniem
rzeczywistych kompozytéw). Sprzeczno$¢ jest jednak "pozorna", gdyz réznica odksztatceh czysto
cieplnych indukuje tak w matrycy, jak i widknach naprezenia mechaniczne, wyrazajgce sie
nastepujacymi zwigzkami

& 4= E1m51Mm (7.60)
01f=E7fg;\f (7.61)
Dzieki temu catkowite odksztatcenia w matrycy i widknach wynoszg
g1m=s1Tm+e1Mm=a1mAT+a1m/E1m (7.62)
cr=cprey=ayAT +04/Ey (7.63)
Z warunku (7.57), wynika ze musi zachodzi¢ zwigzek

A AT +0 1/ E =01 AT + 04/ E 45 (7.64)
Warunek réwnowagi sit wymaga, aby

o1t Aft o mAR=0 (7.65)

Réwnania (7.64) i (7.65) tworzg ukfad réwnan, ktérego rozwigzanie wzgledem o4 i o1, ma postaé

Vilagr—aqm)AT
O = (7.66)
m (Vf/E1m)+(Vm/E1f)

Vonlogs—aqm)AT
(Vf/E1m)+(Vm/E1f)

O = (767)

Korzystajac z réwnan np. (7.57) i (7.62), wspotczynnik rozszerzalnosci liniowej a4 mozna wyrazi¢ w
postaci
1=+ G 1/ (E 1mAT) (7.68)

a po wstawieniu (7.66) i prostych przeksztatceniach otrzymujemy poszukiwang zaleznos¢
wspétczynnika oq kompozytu od charakterystyk matrycy i widkien tj. wspoétczynnikdw podituznej
rozszerzalnosci cieplnej, modutéw podtuznych sprezysto$ci i objetosciowych udziatéw sktadnikdéw
_Vm@imEmtViasEq
VmEim+ViE

ay (7.69)

7.1.7. Wspofczynnik poprzecznej rozszerzalnosci cieplnej c,

Catkowite odksztatcenie poprzeczne warstwy kompozytu wywotane przyrostem temperatury AT
okreslone jest zaleznoscig

Er=0a AT (7.70)
gdzie ap 0znacza wspoétczynnik poprzecznej rozszerzalnosci cieplnej kompozytu.

Odksztatcenia skftadnikéw kompozytu w kierunku poprzecznym do widkien sg sumg odksztatcen
cieplnych i mechanicznych

T M T, .M
E1m=E1m+E1m Eqf=EptEqf (7.71)
gdzie
£3:=a o AT & pm= 0 om AT (7.72)
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M M
Eop=Vior€q="V12r0 15/ E 4 (7.73)

M M
€2m=_V12m51m=_V12mU1m/E1m (774)
Odksztatcenia poprzeczne matrycy i witdkien wynoszg zatem

€2m:—V12m(01m/E1m)+a2mAT (775)

€2f=—V12f(O'1f/E1f)+a2fAT (776)

Analiza geometryczna deformacji poprzecznej warstwy jest identyczna z ta, ktéra zostata
przeprowadzona w pkt. 7.1.2 - wzory (7.15) - (7.22). Prawdziwy jest zatem zwigzek

Eo=VméEomtVi&of (7.77)

Wstawiajac do (7.77) zwiazki (7.75) i (7.76) oraz wykorzystujac rownanie (7.70), otrzymamy po
przeksztatceniach poszukiwany wspétczynnik poprzecznej rozszerzalnosci cieplnej oo w postaci

Vme(E1mV12f_E1fV12m)(a1f_a1m)
VmE1m+VfE1f

a2=(vma2m+vfa2f)+ (7.78)

7.1.8. Kombinowany model mikromechaniczny

Powiedziano juz wczesniej, ze "poprzeczne" charakterystyki materialowe (E, G42) obliczone z
odwrotnej zasady mieszanin dajg wartosci zanizone w stosunku do pomierzonych. To sprawito, ze
poszukiwane byty inne modele, ktére pozwalatyby wyznaczyé te charakterystyki tak, aby lepiej
odpowiadaty wynikom doswiadczalnym. Nalezy do nich tzw. kombinowany model mikromechaniczny,
zaproponowany przez Shaffera w 1964 roku.

Aby wyjasni¢ jego budowe, wréémy jeszcze raz do modelu zaprezentowanego w poprzednich
punktach. Zauwazmy, ze zaleznoSci w postaci zasady mieszanin i odwrotnej zasady mieszanin
mozna uzyskac stosujgc metode analogiczng do tzw. metody modeli strukturalnych, znanej z teorii
lepkosprezystosci. W odniesieniu do podtuznego modutu Younga i wiekszego wspotczynnika
Poisson'a model wyidealizowany pokazany na rysunku 7.4 B, traktuje sie jak rownolegte potaczenie
fazy matrycy i wiokien - rysunek 7.10.

W elementach potaczonych réwnolegle wystepuje takie samo odksztatcenie i w rezultacie
charakterystyki podtuzne mozna zapisaé¢ ogdélnym réwnaniem

Pq= ZVkP1k (7.79)
k=f,m

Py = Eqpo vy
P -
2 Vi Py Vm T1m Pim E1m"’12m

Pi=Eq.vy

Rys. 7.10. Rownolegte potaczenie matrycy i widkien w kierunku podtuznym.

W odniesieniu do poprzecznego modutu Younga i modutu $cinania model wyidealizowany traktuje sie
jak szeregowe potaczenie fazy matrycy i widkien - rysunek 7.11.
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P2= E2|G12

v
1

2f ~ E2f’G12f

vi Py Vi " 2m
2 oo [ 1__I=>°: Pon=Eom Gam

Rys. 7.11. Szeregowe potaczenie matrycy i widkien w kierunku poprzecznym.

W tym przypadku w szeregowo potgczonych elementach takie samo jest naprezenie, co powoduje, ze
charakterystyki warstwy mozna opisa¢ ogélnym réwnaniem w postaci

17 Vik

= LS (7.80)
P2 P2k

k=f,m

Cecha, ktéra odréznia model kombinowany od modelu czysto szeregowego/réwnolegtego jest to, ze
w kierunku poprzecznym przyjmuje sie tréjfazowg budowe przekroju poprzecznego warstwy
kompozytu. Wyrdznia sie, jak poprzednio, wtdkna i matryce, z tym, ze matryce dzieli sie na cze$¢ o
polu Amp, zawartg w "pasach" wolnych od witokien i czes¢ o polu Aps, lezacg w "pasach"
zawierajgcych widkna. Warstwe kompozytu wraz z wyidealizowanym modelem kombinowanym
pokazano na rysunku 7.12.

1 Ag

EFLOFEC o e g Ame LA £ Ams
{OLL 4L/ Amp

ofh

/| H H H 7.47777
A/ SHISHIS NIV Amp B B /
U U U v

A. Warstwa kompozytu i jej B. Wyidealizowany model "kombinowany"
przekroj poprzeczny warstwy i jej przekréj poprzeczny

Rys. 7.12. Warstwa kompozytu wraz z wyidealizowanym modelem kombinowanym.

Przekréj B na rysunku 7.12 jest wiec na gruncie teorii modeli strukturalnych, w kierunku osi "2",
potgczeniem réwnolegto/szeregowym dwuobszarowej matrycy i widkien. Pokazano to na rys. 7.13.

wiokna "f" matryca

As Ams
< G2 e
2 A mp

matryca "m

Rys. 7.13. Potaczenie matrycy i widkien w modelu kombinowanym.

Wprowadza sie nastepujace okreslenia udziatéw objetosciowych poszczegdinych faz

VfZAf/A (781)
sz(Amp"'Ams)/A (7.82)
Vmp= Amp/A (7.83)
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ve=A /A

Vms= A ms /A s

"4 fs = A f / A s

gdzie

A=A mpt Ag

A=A s+ Af

Z powyzszych definicji wynikaja nastepujace zaleznosci
Vptve=1

=1

VotV

mp s

vfszvf/(1—vmp)

vmsz(vm—vmp)/(1—vmp):1—vfs

(7.84)
(7.85)
(7.86)

(7.87)

(7.88)

(7.89)
(7.90)
(7.91)

(7.92)

Dla zilustrowania podanych zwigzkéw, na rysunku 7.14 pokazane zostaty typowe sposoby utozenia
("upakowania") witdkien o przekroju kotowym w przekroju poprzecznym warstwy, a mianowicie uktad

kwadratowy (uktad "K") i heksagonalny (uktad "H") wraz z elementami reprezentatywnymi.

7

REROSNGENORNE

RN
ERROREONON

Uktad kwadratowy
(»K”)

4 b/

| —

(»H”)

Uktad heksagonalny

[o EEEOEOECSH

RN NN
RRORNCHIONE

>

Rys. 7.14. Typy "upakowania" wtdkien w przekroju, wykorzystywane w modelu kombinowanym.

W tabeli 7.1 podano wszystkie charakterystyki

przekroju poprzecznym warstwy kompozytowe;.

powierzchniowe
wystepujace w analizie modelu kombinowanego, dla podstawowych

i udziaty objetosciowe faz,
uktadow widkien kotowych w

A As Af Ams Amp % Vs Vmp Ograniczenia
uktad a? ad | zd? | ad - 7zd? (a-d) a zd? Ld 1_ d a>d
uktad 2

wpr | /307 | hd | zd? |dh_zd? | 3h? hd | d® | xd | 2d |"* %5
o s A - = __ Y
4 | 2| 8 |2 8 4 2 |2/3n2 | 4h J3h | . <0.680

TABELA 7.1. Charakterystyki powierzchniowe i objetosciowe dla réznych typow utozenia widkien.

W dalszej analizie stosowane bedg nastepujace oznaczenia :
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¢ P - wybrana charakterystyka materiatowa kompozytu ( modut Younga, wspétczynnik Poisson'a,
modut $cinania),

P, - charakterystyka materiatowa matrycy, odpowiadajgca wyznaczanej wielkosci P,

¢ Py - charakterystyka materiatowa widkien, odpowiadajgca wyznaczanej wielkosci P,
Ps - charakterystyka materiatowa "sub-modelu”, powstatego z szeregowego potaczenia witdkien i
matrycy.

Stosujgc w odniesieniu do elementéw modelu kombinowanego, potaczonych réwnolegle (rys. 7.13)
zaleznosé (7.79), otrzymujemy

P=VypPrnt{1=v,)Ps (7.93)
Wielkos¢ Ps wyznacza sie z zaleznosci (7.80) dla potgczenia szeregowego
(1/P (/P (Vms/Ppm) (7.94)
ktéra po odwréceniu daje

PtPm

_ (7.95)
* Pi+v(Pn—Py)

Po wstawieniu (7.95) do (7.93) i wykorzystaniu (7.91) otrzymujemy zalezno$¢ danej charakterystyki
materiatowej warstwy od odpowiadajgcych jej charakterystyk materialtowych i geometrycznych
sktadnikow kompozytu w postaci rownania

2

. PPl =V o=V mpV s oV mpv s P2,
Pf(1_vmp)_vf(Pf_Pm)

W przypadku charakterystyk "podtuznych" tzn. modutu sprezystosci E4 i wiekszego wspotczynnika

Poisson'a vqi2, model kombinowany nalezy traktowaé jako potaczenie réwnolegte elementdw,
przedstawione na rysunku 7.15.

(7.96)

o]

Vs Ps Vip I:)m Vg Pf

NN
<
3
b

G

T
‘

P P,

Rys. 7.15. Pofgczenie matrycy i widkien w kierunku podtuznym w modelu kombinowanym.

Zgodnie z zalezno$cia (7.19), dla potaczenia rownolegtego przedstawionego na rysunku 7.15 A i B
otrzymujemy odpowiednio

P=vmme+vsPS=vmme+(1—vmp)Ps (7.97)
Po=VpsPm+ViPi=VmsPm+ 1=V, )Pt (7.98)

Wstawiajac (7.98) do (7.97) i wykorzystujgc zwiazek (7.92), otrzymamy po przeksztatceniach
zalezno$¢ miedzy charakterystykami kompozytu i charakterystykami materialowo-geometrycznymi
matrycy i widkien w kierunku podtuznym, w postaci

P=v,P,+Vv:P; (7.99)
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Roéwnanie (7.99) to oczywiscie zasada mieszanin dla statych materialowych Eq i v4o, tak wiec w
odniesieniu do wiasnosci podtuznych model kombinowany nie wnosi nic nowego w poréwnaniu ze
zwyktym modelem mechanicznym.

Roéwnania (7.96) i (7.99) mozna zapisa¢ w postaci jednego, wspdlnego rownania
p_Pnll+&2Vy)

1=V
gdzie
VoV
g=_mP7T (7.101)
T=Vi=Vp,
P—P
y=—"t_m (7.102)
Pf+ é:Pm
Dla utatwienia dalszej analizy wstawmy (7.101) i (7.102) do (7.100). Otrzymamy wéwczas
p_PmlPi+&Pnt+év(Pi—Pp) (7.103)

Pi+EP v (Pr—P o)
Korzystajac z (7.103) mozna wykazaé, ze dla granicznych wartosci € , tzn. E-0 i &> otrzymamy
P:Vum+VfPf dla 5—)00 (7104)

P = PmPf

=M T __ dia £-0 (7.105)
VaPi+VviP

Réwnanie (7.104) jest ogolnym zapisem réwnan (7.13) i (7.26) przedstawiajacych odpowiednio
podtuzny modut Younga E1 i wiekszy wspotczynnik Poisson'a v42, natomiast rownanie (7.105) stanowi
0golng postac¢ rownan (7.35) i (7.52) okreslajacych odpowiednio modut Younga E, i modut $cinania
G12. Charakterystyki materialowe rzeczywistych materiatdw kompozytowych lezg w przedziale
zawartym miedzy wartosciami granicznymi okreslonymi przez (7.104) i (7.105).

Najwazniejsze wnioski wynikajgce z dotychczasowej analizy modelu kombinowanego sg nastepujace

¢ przy wyznaczaniu charakterystyk materiatowych w kierunku podtuznym, tzn. E{ i v{2 nalezy
korzysta¢ z zasady mieszanin (7.99),

¢ przy wyznaczaniu charakterystyk materiatowych w kierunku poprzecznym do widkien, tzn. E; i
G12 nalezy stosowac réwnania (7.96) lub (7.100) - (7.102).

Warto w tym miejscu sprawdzié, w jakim stopniu przyjecie modelu kombinowanego wplywa na zmiane
wartosci charakterystyk poprzecznych w stosunku do rezultatéw wynikajacych ze "zwyktego " modelu
mikromechanicznego.

W tym celu wykorzystamy pokazane na rysunku 7.14 typy upakowania widkien w przekroju i
wyznaczymy dla nich wartosci unormowanego modulu poprzecznego Es/Epy, w  funkgji
objetosciowego udziatu widkien vi. Z zaleznosci podanych w tabeli 7.1 wynikajg nastepujgce zwigzki
dla ukfadu, odpowiednio, kwadratowego i heksagonalnego

Voo=1-[4v¢/m (7.106)

Vo =1-18v¢/n3 (7.107)

Z rownania (7.101) nalezy wyznaczy¢ parametr upakowania &, a nastepnie z réwnania (7.102)
parametr y , ktéry w omawianym przypadku mozna zapisa¢ w postaci
E,/E -1
(Eof/ E pm )+ ¢

Korzystajac z (7.100) otrzymujemy ostateczng posta¢ unormowanego modutu Younga Ey/Eop w
funkcji objetosciowego udziatu widkien i parametréw geometrycznych zaleznych od sposobu ich
upakowania w przekroju
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E, 1+&yvy
Eom 1_ZVf

(7.109)

Wykresy zaleznosci (7.109) dla obu typdéw utozenia widkien przedstawiono na rysunkach 7.16i 7.17.

Wykresy te praktycznie sg identyczne, co wiecej niewiele réznig sie od analogicznego wykresu
otrzymanego dla modelu "zwyktego", pokazanego na rysunku 7.8. Model kombinowany w poréwnaniu
z modelem zwyklym daje wartosci modutu poprzecznego wieksze o ok. 2-5.5 procent w przypadku
typu kwadratowego i 1.5-4.5 procent w przypadku typu heksagonalnego (zaleznie od wartosci Vs ).

b
3

| | | | | | |
| | | | | | |
—A— E2f/ E2m =20 l l |
356+~ ~ & = F---- L !

N
N

- - - - -4 ____+r____I_____NM" ___

et
N o w
) ) )

Unormowany poprzeczny
modut Younga E2 / E2m

| |

| |
_ L

| |
S
| 0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Objetosciowy udziat widkien v

Rys. 7.16. Unormowany poprzeczny modut sprezystosci dla utozenia widkien typu
kwadratowego wg modelu kombinowanego.
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Rys. 7.17. Unormowany poprzeczny modut sprezystosci dla utozenia widkien typu
heksagonalnego wg modelu kombinowanego.

Tak wiec model kombinowany poprawia niedoszacowanie wartosci charakterystyk poprzecznych,
wiasciwe dla modelu zwyktego, ale w stopniu nie wystarczajacym, jesli wzig¢ pod uwage wartoSci
otrzymywane w badaniach do$wiadczalnych.

7.1.9. Podsumowanie podejscia mikromechaniki materiatow

Podsumowujac podejscie oparte na analizie modeli mikromechanicznych nalezy stwierdzi¢, ze :

¢ mimo wielu zatozen upraszczajgcych, dostarcza ono prawidtowych jakosciowo informacii
dotyczacych roli widkien i matrycy w kompozycie (pkt. 7.1.2i7.1.3)

¢ koncepcja ta moze by¢ bez trudu zastosowana do osrodkéw wielofazowych, o sktadnikach
dowolnie (ale szeregowo lub réwnolegle) potgczonych w modelu wyidealizowanym,
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¢ podtuzne charakterystyki materiatowe Eq, vi2 i a4, wynikajace z zasady mieszanin sg zgodne z
rezultatami badan doswiadczalnych, tak wiec

Ei=VnEim +viEy

Vi =VmViomtVeVior
_Vm@imEmtViasEqe

a1q
VmE im+ViEqf

+ wartosci poprzecznych charakterystyk materiatowych E,, Gq» wynikajace z odwrotnej zasady
mieszanin sg zanizone w poréwnaniu z wartosciami uzyskiwanymi w badaniach doswiadczalnych,
tak wiec zaleznosci

E,= EomE o G,p= G12mG12r

VmE 26 +VE o GiomVitGroVm

stuzg przede wszystkim jako dolne oszacowanie wartosci rzeczywistych.

7.2. Charakterystyki materiatowe kompozytu
Podejscie semi-empiryczne Halpina - Tsai'a

Zaleznosci okreslajgce poprzeczne charakterystyki kompozytu w funkcji wiasnosci materiatowych i
geometrycznych jego sktadnikéw, wynikajgce z podejscia mechaniki materiatow, jakkolwiek proste w
uzyciu i stuszne jakosciowo, nie dajg oszacowan ilosciowych zgodnych z wynikami doswiadczalnymi.

Metody bardziej wyrafinowane, oparte na analizie zagadnienia brzegowego teorii sprezystosci dla
reprezentatywnej probki kompozytu prowadza do zaleznosci lepiej oddajacych zwigzek wiasnosci
kompozytu z wlasnosciami sktadnikéw. Wyrazajg sie one jednak skomplikowanymi réwnaniami, a
ponadto wystepujg w nich dodatkowe wspotczynniki (oprécz tych, ktdrymi operuje sie w analizie
modeli mikromechanicznych), ktérych interpretacja i powiazanie z "klasycznymi" pojeciami, jak
utozenie witokien w przekroju, jest niejasne, a ich wartosci prowadzace do prawidtowych oszacowan w
jednym przypadku, zawodzg w innym. Taka sytuacja ma miejsce np. w zaproponowanym przez Tsai'a
modelu uwzgledniajacym stopien przylegania widkien (ang. elasticity approach with contiguity), ktory
wprowadza wspétczynnik skupienia (przylegania - ang. contiguity factor) C - rysunek 7.18.

Cc=0
Izolowane widékna Niespoéjna matryca
Spéjna matryca Przylegajace widékna

Rys. 7.18. Przypadki graniczne stopnia przylegania wtdkien.
Szerokg analize tego modelu mozna znalez¢ w monografii Jones'a .

W sSwietle powyzszych uwag naturalne wiec wydaje sie poszukiwanie takich relacji, ktére z jednej
strony bylyby w miare proste, a z drugiej pozwalatyby w miarodajny sposoéb wyznaczaé wtasnosci
kompozytu. Warunki te spetnia semi-empiryczny zwigzek podany w 1969 roku przez Halpina i Tsai'a.
Stanowi on przyblizenie rozwigzah Hermansa z 1967 roku, uogélniajgcych z kolei model Hill'a z 1965
roku. Réwnanie Halpina-Tsai'a ma postac

P m T—xvs .
gdzie
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_ (Pf/Pm)_1
TP/ P )+ E A

Zauwazmy, ze identyczny formalnie rezultat uzyskaliSmy z analizy modelu kombinowanego, z tg
réznica, ze wspotczynnik & jest w modelu Halpina-Tsai'a rozumiany jako parametr wyznaczany
doswiadczalnie, a nie wynikajacy wprost z teoretycznej analizy ufozenia witdkien w przekroju
poprzecznym kompozytu, jak to miato miejsce w modelu kombinowanym.

Formalne podobienstwo podejscia Halpina-Tsai'a i modelu kombinowanego sprawia, ze aktualne jest
réwnanie (7.103) i widoczne z niego przejscia graniczne

P=v,Pn,+vP; dla &—>ow (7.112)
PP
P=— M™%  da £50 (7.113)
VpPi+VviP,,

Na rysunku 7.19 pokazano wykres zaleznosci (7.110) wraz z ograniczeniami (7.112) (7.113). Wida¢ z
niego, ze wraz ze wzrostem wartosci parametru & rosnie wptyw widkien na warto$¢ charakterystyki
materiatowej "P" kompozytu (przy ustalonym ich udziale objetosciowym, wartos¢ charakterystyki
materiatowej P zbliza sie coraz bardziej do charakterystyki wiokien). Z tego wzgledu wspétczynnik &
jest nazywany miarg "wydajnosci zbrojenia".

Warto$¢ wspodtczynnika & okresla sie w ten sposéb, ze dla prébki kompozytowej o znanych
wiasnosciach fizycznych i geometrycznych sktadnikbw wyznacza sie doswiadczalnie dang
charakterystyke materiatowg P=P*. Z przeksztatconego réwnania (7.103) oblicza sie dla tej wartosci
P* wspétczynnik &
Pi(P*~Py)-viP*(P;=Ppy)
&= " (7.114)
PulPr—P*)=(1-v )PPl

Na podstawie raz obliczonej wartosci § dla danego uktadu danych (P*, v§) mozna wyznaczy¢ wartos¢
P dla dowolnego udziatu objetosciowego witdkien, gdyz przyjmuje sie, ze nie ma on wiekszego wptywu
na wspotczynnik zbrojenia & .

Pf

Charakterystyka kompozytu
"Pll

0 Objetosciowy udziat widkien v 1

Rys. 7.19. Wptyw wspotczynnika zbrojenia & na warto$¢ charakterystyki materiatowej P.

W okresie, gdy Halpin i Tsai zaproponowali rownanie (7.110) liczba danych do$wiadczalnych byta tak
skapa, ze przedstawiona powyzej procedura zostata "zmodyfikowana" w ten sposoéb, ze wartosé P*,
ktéra powinna by¢ wzieta z doswiadczen, zostata zastgpiona wartoSciami uzyskanymi z bardzo
starannych obliczern numerycznych. Wykazaty one ponadto, ze § zalezy od ksztattu przekroju wtdkien
i sposobu ich upakowania.

Na rysunku 7.20 podano wartosci & dla typowych ksztaltow widkien i ich utozenia w przekroju
kompozytu, kitdre zostaly uzyskane na podstawie obliczen numerycznych Adamsa i Donera (widkna
kotowe) i Foye (widkna kwadratowe i prostokatne).
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Y Y 9
D D @

b
okragte wiokna w kwadratowe wiokna w prostokatne wiékna w
uktadzie kwadratowym uktadzie “diamentowym” uktadzie “diamentowym”

1 a
=lu - =3 In—
g || [ e
a
(2) z=2 (2) g=2 (2) &2y
(1) dilaP = Gy (2) dlaP=E,

Rys. 7.20. Wartosci wspétczynnika zbrojenia dla typowych wtdkien i ich uktadow.

Na rysunku (7.21) pokazano schematycznie wykres poprzecznego modutu sprezystosci Ex w funkcji
objetosciowego udziatu widkien, sporzadzony zgodnie z odwrotng zasadg mieszanin (7.105), wg
modelu kombinowanego (7.100)-(7.102) dla uktadu "kwadratowego (7.106) oraz wg. wzoru Halpina-
Tsaia (7.110) dla &=2. Wida¢, ze wartosci otrzymane z tego wzoru sg zdecydowanie wieksze niz
wartosci wynikajace z modeli mikromechaniki materiatébw, a réznice wynoszg - w zaleznosci od
objetosciowego udziatu wtdkien - od kilkudziesieciu do stukilkudziesieciu procent ! Badania doswiadczalne
przeprowadzone na réznych materiatach kompozytowych wykazaty bardzo dobrg korelacje wynikow
doswiadczen z wartosciami obliczonymi ze wzoru Halpina-Tsaia. Okazato sie, ze opisuje on
prawidtowo charakterystyki materiatowe nawet kompozytéw wzmacnianych czgsteczkami, a wiec
zupetnie odmiennych od kompozytéw widknistych

Réwnanie Halpina-Tsaia jest zgodne formalnie z wieloma innymi modelami teoretycznymi (np.
modelem kombinowanym i modelami numerycznymi Adamsa, Donera i Foye), unika natomiast ich
wad lub stopnia skomplikowania. Uwaza sie je nadal za najbardziej uzyteczne narzedzie przy
okreslaniu statych materiatowych kompozytu w funkcji wtasnosci sktadnikow. Poszukiwanie lepszych
wydaje sie by¢ zajeciem w pewnym sensie niecelowym, a takze i prawdopodobnie niewykonalnym,
gdyz "wrodzong" cechg technologii wytwarzania kompozytéw jest to, iz produkt finalny zawsze
charakteryzuje sie nieregularnosciami w utozeniu widkien, nie wspominajgc o rdéznicach we
wiasnosciach, katalogowo tych samych, tak matryc jak i widkien, co oczywiscie znajduje swoje odbicie
w wartosciach charakterystyk materialowych. Tak wiec wszelkie oczekiwania, ze mozna przewidzie¢ te
charakterystyki ze stuprocentowg doktadnoscig sg z goéry skazane na porazke, a doktadnos¢, z jaka
mozna je okresli¢ z réownania Halpina-Tsaia jest catkowicie wystarczajaca.

|
T —l— odwrotna zasada mieszanin
—O— model kombinowany K

——wzér Halpina -Tsaia (£=2)

Modut sprezystosci
kompozytu E2

m
3

0 0.3 0.6 0.9

Objetosciowy udziat widkien v ¢

Rys. 7.21. Poprzeczny modut Younga wg ré6znych metod mikromechanicznych
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Na zakonczenie rozdzialu poswieconego okreslaniu charakterystyk materiatowych kompozytu w
zaleznosci od charakterystyk jego sktadnikéw warto poda¢ wzory okreslajgce te charakterystyki,
wynikajgce ze semi-empirycznego wzoru Halpina-Tsaia, powszechnie stosowane w mikromechanice

kompozytéw ortotropowych. Zebrano je w tabeli 7.2.

CHARAKTERYSTYKA MATERIALOWA

KOMPOZYTU "P"

"P =P (Pm, Vm, Ps, vp) "

WSPOLCZYNNIK
ZBROJENIA ¢

Podtuzny modut
Younga E

Ei=VnEm+ViEys

o0

1+ &4V
E2=E2m( gl f)

2 -widkna okragte i kwadratowe

Poprzeczny modut 1- 2V
Younga Es _ (E o/ E opy )_1 2a/ b - wiékna wstazkowe
(E o/ Epp)+¢&
1 "4
G 12= G 12 mw 1 -widkna okragfe i kwadratowe *)
Modut $cinania 1-2Vy¢ I ( )
31In\a/ b) - wtékna wstgzkowe
G12 _ (Gi12r/ Gam)—1
G127/ Grom)+&

Wiekszy wspotczynnik

- - Vo=V mViomt VeV
Poisson'a vq2 12=VmV12m™ V£V 12f

Mniejszy wspotczynnik

Poisson'a va1 var=(E2/Eq) vy -

*) dla wtokien okragtych w uktadzie kwadratowym, o udziale objetosciowym Vs > 0.5 przyjmowac & = 1+ 40 Vf10

TABELA 7.2. Zestawienie statych materiatowych dla kompozytu ortotropowego w funkcji
charakterystyk materiatowo-geometrycznych matrycy i widkien.

7.3. Wytrzymatos¢ kompozytu. Podejscie mechaniki materiatow

W przeciwienstwie do problematyki zwigzanej z okreslaniem charakterystyk sprezystych kompozytu
na podstawie charakterystyk jego sktadnikéw, zagadnienie wyznaczania parametrow
wytrzymatosciowych kompozytu jest dos¢ stabo rozwiniete i w zasadzie ogranicza sie do analizy
mikromechanicznej wytrzymatosci przy rozcigganiu i $ciskaniu warstwy kompozytu. Zostanie ono
przedstawione w kolejnych punktach tego rozdziatu.

7.3.1. Wytrzymatos$¢é przy rozciaganiu w kierunku widkien

¢ Widékna o réwnej wytrzymatosci.

Rozpatrywana bedzie warstwa kompozytu wtdknistego, obcigzona sitg rozciggajaca F, dziatajacg w
kierunku widkien. Warstwa zastgpiona jest wyidealizowanym modelem mikromechanicznym, w ktérym
widkna i matryca skupione sg w dwu obszarach, przy czym zaktada sie, ze nie wystepuje miedzy nimi
kontakt wzdtuz ich wspdlnej granicy. Méwigc inaczej - widkna i matryca stanowig dwa, rozdzielne
obszary, réwnolegle potaczone (w sensie teorii modeli strukturalnych) na brzegach, do ktérych
przytozono obcigzenie zewnetrzne. Pokazano to na rysunku 7.22.

Przyjeto nastepujace oznaczenia

¢ X; -wytrzymato$¢ widkien na rozcigganie,

¢ Xy - wytrzymatosé matrycy na rozcigganie ,

¢ X; -wytrzymato$é warstwy kompozytu na rozcigganie,
¢ g - odksztatcenie niszczgce widkna,

¢ ¢y - odksztatcenie niszczace matryce.
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% %
wiékna matryca
87 Y Al AV
U F .L, F
A. WARSTWA KOMPOZYTU B. MODEL WYIDEALIZOWANY
WARSTWY KOMPOZYTU

Rys. 7.22. Warstwa kompozytu widknistego i jej model mikromechaniczny.
W analizie wytrzymatosciowej modelu zaktada sie, ze
¢ zarowno widkna, jak i matryca sg liniowo sprezyste az do zniszczenia (rysunek 7.23),

¢ wszystkie widkna majg jednakowg wytrzymatosé (nie uwzglednia sie losowej zmiennosci
wytrzymatosci ),

+ odksztalcenia podtuzne matrycy i widkien pod wptywem przytozonego obcigzenia sg takie same,

¢ mimo pekniecia widkien lub matrycy, w warstwie rozcigganej nadal panuje jednoosiowy stan
naprezenia (pomija sie wieloosiowy stan naprezenia, ktéry powstaje w poblizu miejsca pekniecia).

Mimo tych zatozen upraszczajacych, model mikromechaniczny jest ogdlnie akceptowany, gdyz daje
on dobry obraz wytrzymatosci kompozytu w zaleznosci od wytrzymatosci i udziatu objetosciowego
widkien i matrycy.

S/
. widkna
Xi =Eyer
* matryca
Xm =Emém
* *
Ef €m &

Rys. 7.23. Schematyczny wykres zalezno$ci naprezenie -. odksztatcenie dla wtdkien i matrycy.

Pod wplywem przytozonej sity F w matrycy i widknach powstajg naprezenia w kierunku widkien,
wynoszgce

O'fZEfg , UmZEmé' (7115)

Sita F rozdziela sie miedzy sktadniki kompozytu w ten sposéb, ze jej czesci przypadajgce na matryce i
widkna wynoszg odpowiednio

Ff: GfAf: GfoA: EfoSA (7116)
Fn=0mAn=0mVmA=E v ,eA (7.117)

gdzie A, As, Am, Vi, Vm Oznaczajg odpowiednio pole przekroju poprzecznego warstwy, widkien i
matrycy oraz objetosciowe udziaty widkien i matrycy.
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Sita catkowita wynosi zatem

F=cA(Ewi+E V) (7.118)
Sity niszczace matryce i widkna, odpowiadajgce odksztatceniom niszczacym, wynoszg

Fo=E Vn,enA=XpVn,A (7.119)
Fi=EfvieiA= XV A (7.120)

Sktadniki kompozytu tak dtugo pozostajg nie naruszone, az odksztalcenie odpowiadajace sile F nie
osiggnie wartosci niszczacej badz to widkna, badz matryce. Dalsze zachowanie kompozytu zalezy od
tego, ktéry z jego skifadnikéw ulegt zniszczeniu wskutek przekroczenia wytrzymatosci jako pierwszy.
Nalezy zatem rozrézni¢ trzy mozliwe przypadki

¢ przypadek | - &< g, (wtdkna bardziej kruche niz matryca),

¢ przypadek Il - &> g," (matryca bardziej krucha od widkien),

¢ przypadek Il - &= ¢n* (matryca i widkna o takiej samej kruchosci).

Przypadek | - kruche wtékna, "ciagliwa" matryca

W tym przypadku, z warunku g'< g," rbwnowaznego warunkowi

(Em/Ef)<(Xm/ Xs) (7.121)
wynika, Ze jako pierwsze zniszczeniu ulegng oczywiscie widkna.

Zauwazmy, ze w rzeczywistych kompozytach wytrzymato$§¢ widkien jest wielokrotnie wieksza od
wytrzymato$ci matrycy, co pocigga za sobg relacje miedzy modutami sprezystosci E,<E;.

Obcigzenie zewnetrzne przy jakim nastgpi zniszczenie widkien wynosi
F =g;AEV+E V)= XiAlvi+(E/ Ef)V ] (7.122)

Obcigzenie zewnetrzne moze teraz byé przenoszone wytacznie przez matryce. O tym, czy matryca

przejmie dalszy wzrost obcigzenia decyduje stosunek sity F' i sity niszczacej matryce F*,,. Mozliwe sg

oczywiscie dwa przypadki

1. sita F' > F*, - rbwnoczesnie z widknami ulegnie zniszczeniu réwniez matryca, co oznacza ze sita
F' jest zarazem obcigzeniem niszczacym warstwe kompozytu,

2. sita F' < F*, - obcigzenie zewnetrzne moze wzrosngé az do wartosci F*,,, przy ktérej nastgpi
zniszczenie matrycy, a zarazem catej warstwy.

To, ktéry z powyzszych warunkéw bedzie zachodzit zalezy od objetosciowego udziatu widkien.
Warto$¢ graniczna vt otrzymujemy z warunku F' = F*,,. Korzystajac z (7.119) i (7.122) otrzymujemy

. 1—(X¢/ Xy NEm/ Ef)

V= 7.123
" A—(X¢/ Xy Em/ Ef)+(X¢/ X 1) (7.123)
Ostatecznie zatem wytrzymato$¢ na rozciaganie warstwy zbrojonej widknami kruchymi wynosi
F., .
=XV = Xp(1-vs) dla 0<vi<vy
X = (7.124)

i:xf[vf+(Em/Ef)(1—vf)] dla vi<v;<1

Wykres zaleznosci (7.124) przedstawiono na rysunku 7.24.
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X 4
X
Xim

Xtmin T

X¢ (Em/Es) 7

Vf* kar 1 Vf
wytrzymatos¢ kontrolowana wytrzymatos¢ kontrolowana
przez matryce «— —> przez wtokna

Rys. 7.24. Wytrzymatos¢ na rozcigganie warstwy kompozytu w funkcji objetosciowego
udziatu wtdkien (kruche widkna, "ciggliwa" matryca).

Z wykresu 7.24 wynikajg wazne wnioski praktyczne, dotyczace wptywu kruchych witdkien na
wytrzymatos¢ kompozytu

+ zbrojenie matrycy widknami, ktérych udziat objetosciowy jest mniejszy od wartosci v*s nie tylko nie
zwieksza wytrzymatosci kompozytu, ale zmniejsza nawet wytrzymato$¢ samej matrycy. Minimalna
wytrzymatos¢ odpowiadajgca tej granicznej objetosci widkien wynosi
X t min= X

e 1_(Xf/ Xm)(Em/Ef)+(Xf/ Xm)

(7.125)

Jest to wniosek dos¢ nieoczekiwany, jesli wzia¢é pod uwage, ze wytrzymatos¢ widkien jest
wielokrotnie wieksza od wytrzymatosci matrycy. Mozna powiedzie¢, ze widkna sg w tym
przypadku, jak gdyby obcymi wtrgceniami, ostabiajagcymi materiat matrycy.
W przedziale 0 < vi<v'; o wytrzymatosci kompozytu decyduje wiec przede wszystkim matryca,

¢ dodanie widkien w objetosci wiekszej niz v's powoduje wzrost wytrzymatosci kompozytu, ale
dopiero poczynajac od wartosci krytycznej
V;ﬂ’: (Xm/Xf)_(Em/Ef)

1-(E,/ Ey)

(7.126)

wytrzymatos¢ warstwy jest wieksza od wytrzymato$ci matrycy, czyli widkna w realny sposéb
poprawiajg wytrzymatos¢ kompozytu.

W przedziale v < vi <1 wytrzymato$¢ kompozytu jest sterowana przede wszystkim przez
objetosciowy udziat wtdkien.

Przypadek Il - krucha matryca, "ciagliwe" wtékna

W tym przypadku, okre$lonym zaleznosciag &> ¢, jako pierwsza ulegnie zniszczeniu matryca i o
dalszym zachowaniu kompozytu zadecyduje objetos¢ widkien. Jezeli jest ona odpowiednio duza, to
widkna umozliwig dalszy przyrost obcigzenia, w przeciwnym razie ulegng one zniszczeniu wraz z
matryca. Analiza wytrzymatosci kompozytu przebiega w tym przypadku w petni analogicznie do
przypadku |. Z tego wzgledu ograniczymy sie jedynie do podania jej rezultatéw. Czytelnik moze
potraktowac ich uzyskanie jako samodzielne ¢wiczenie.

Warunek "> ¢, "0znacza, ze zachodzi zwigzek
(E/Ef)>(X ! X¢) (7.127)

€O oznacza, ze modut sprezystosci widkien moze by¢ wiekszy od modutu sprezystosci matrycy, ale
moze rowniez by¢ od niego mniejszy (wynika to z warunku X,/X¢ <1). Bedzie to miato wptyw na
zaleznos¢ wytrzymatosci kompozytu od udziatu widkien.
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Wytrzymatos$¢ kompozytu w przypadku kruchej matrycy jest okreslona rownaniami

X [1-v.(1-E,/E da 0<vs<v;
th m[ f( i* m)] f f (7.128)
Xevy  dla vy <ve<T

Graniczna wartos$¢ objetosciowego udziatu widkien wynosi

vi=[1=(E;/Ep)+(Xe/ X )] (7.129)

Wykres zaleznosci (7.128) zalezy od stosunku Ef / Ep, . Wykres dla wartosci tego stosunku wiekszej
od jednosci przedstawiono na rysunku 7.25, a dla mniejszej od jednosci na rysunku 7.26.

Z rysunku 7.25 wynika, ze w kompozytach o kruchej matrycy, dla ktérych zachodzi warunek (7.127) i
Ef > Ey, nawet dowolnie maty udziat widkien powoduje wzrost wytrzymatosci matrycy. Wiokna sg
bardziej efektywne z punktu widzenia wytrzymatosci kompozytu, gdy ich udziat przekracza wartos¢
vi"- Nie mozna w tym przypadku méwic¢ o pojeciu krytycznego udziatu wtdkien.

Rysunek 7.26 swiadczy, ze w przypadku gdy Es < Ep,, widkna w objetosci mniejszej od v powodujg
ostabienie matrycy i dopiero dodanie ich w iloci vk, powoduje realny wzrost wytrzymatosci matrycy.
Krytyczna objetos¢ widkien wynosi

Vie= X m/ X¢ (7.130)
X 4
X
X (EdEm)
)
e V,
Vs 1 f
wytrzymato$¢ kontrolowana wytrzymato$¢ kontrolowana
przez matryce «— - przez wtdkna

Rys. 7.25. Wytrzymatos$¢ na rozcigganie warstwy kompozytu w funkcji objetosciowego
udziatu widkien (krucha matryca, "ciggliwe" wtékna) dla Es > E,

X,
X
)
Xum (E/Em)
Vf** Vkr 1 Vs
wytrzymatos$¢é kontrolowana wytrzymato$¢ kontrolowana
przez matryce «~— - przez widkna

Rys. 7.26. Wytrzymatos¢ na rozcigganie warstwy kompozytu w funkcji objetosciowego
udziatu widkien (krucha matryca, "ciggliwe" wiékna) dla Ef < E.
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Przypadek Ill - matryca i widkna o jednakowej kruchosci
Warunek g'= g, "0znacza, ze miedzy statymi materiatowymi sktadnikéw zachodzi zwigzek
(E/Ef)=(Xp/ X¢) (7.131)

Zniszczenie w kompozycie spetniajgcym ten warunek wystepuje w wyniku réwnoczesnego
zniszczenia widkien i matrycy. Rozwigzanie wynika wprost z rownania (7.124 b) i obowigzuje dla
dowolnej warto$ci objetosciowego udziatu witdkien vi. Ma ono po uwzglednieniu (7.131) postac

Xt: Xme+ Xfo (7132)

Réwnanie (7.132) to tzw. zasada mieszanin dla wytrzymatosci kompozytu. Przedstawiono jg
graficznie na rysunku 7.27.

Xt A

Rys. 7.27. Wytrzymatos¢ na rozcigganie warstwy kompozytu
w funkcji objetosciowego udziatu widkien (matryca
» Vi i widkna jednakowo kruche) dla E¢ = Epy,.

1

Wytrzymatos¢ na rozciaganie typowych kompozytow widknistych

Otrzymane w pkt. 7.3.1 zaleznosci zilustrujemy na przykfadzie typowych kompozytéw witdknistych o
matrycy epoksydowej, zbrojonej roznymi typami widkien. Reprezentatywne witasnosci tych widkien i
matrycy zestawiono w tabeli 7.3.

WEOKNA MATRYCA
grafit szkio grafit Kevlar Kevlar grafit szkio epoksyd
UHM *) "E" HM **) 49 29 HS ™) "S"
X [MPa] 1030 1700 1790 2270 2270 2480 2500 65
E [GPa] 520 72 370 124 83 230 87 3.5
£ [%] 0.2 2.36 0.48 1.83 273 1.08 2.87 1.86
) - ultra wysokomodutowy (Ultra High Modulus)

**) - wysokomodutowy (High Modulus)
***) - wysokowytrzymaty (High Strength)

TABELA 7.3. Wytrzymato$ci podtuzne, moduty sprezystosci i odksztatcenia niszczace dla
typowych wtdkien i matrycy epoksydowe;.

Z danych zamieszczonych w powyzszej tabeli wynika, ze w kazdym przypadku zachodzg zaleznosci

¢ E>E, , Xi>Xp, (7.133)

+ warunek "kruchej matrycy" ¢,* < & zachodzi w przypadku obu typéw witdkien szklanych i widkien
Kevlar 29. Uwzgledniajgc (7.133) i wczesniejsze rozwazania, wnioskujemy, ze dodanie do matrycy

epoksydowej o charakterystyce jak w tabeli 7.3 dowolnie matej ilosci widkien, poprawia jej
wytrzymatos¢ podtuzna. Graniczne wartosci objetosciowego udziatu widkien zestawiono w tab. 7.4.

¢ warunek "kruchych witokien" e," > & jest spetniony w przypadku zbrojenia matrycy witoknami
grafitowymi i Kevlarem 49. Wzmacniajg one wytrzymatos¢ matrycy tylko wéwczas, gdy ich
objetosci przekraczajg wartosci krytyczne, podane w tabeli 7.4.
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WEOKNA
grafit szkio grafit Kevlar Kevlar grafit szkio
UHM "E" HM 49 29 HS "S"
vi* [%] 5.33 2.62 0.04 1.09
Vi [%] 15.2 8.2 6.8
Vi [%] 5.68 0 2.71 0.042 0 1.12 0

TABELA 7.4. Przyktadowe graniczne i krytyczne udziaty objetosciowe typowych widkien w
matrycy epoksydowej

Na rysunku 7.28 przedstawiono wykres unormowanej wytrzymatosci na rozcigganie X/Xy, kompozytu
0 matrycy epoksydowej, zbrojonej typowymi widknami ( wykorzystano dane z tabeli 7.3). Pokazane
tam jest takze powiekszenie wykresu dla 0 < vf < 0.2, pozwalajgce zilustrowaé charakterystyczne
cechy ogolnych wykreséw 7.24 i 7.25.

Z wykreséw pokazanych na rys.7.28 wida¢, ze sformutowanie ogoélnych zasad, okreslajacych
efektywnos¢ stosowania okreslonych witokien w celu maksymalnego zwiekszenia wytrzymatosci na
rozcigganie kompozytu jest niemozliwe. Jednak ograniczajac analize do wartosci v¢, wystepujacych w
rzeczywistych kompozytach (rzedu kilkudziesieciu procent) mozna pokusi¢ sie o pewne uogdlnienia.
Na podstawie przykladowego wykresu 7.28 stwierdzamy, ze

¢ dla ustalonego objetosciowego udziatu witdkien, najwiekszy wzrost wytrzymatosci kompozytu w
poréwnaniu z wytrzymatoscig czystej matrycy daje zbrojenie jej widknami szklanymi "S" i
grafitowymi  wysokowytrzymatymi, a nastepnie kolejno kevlarowymi 49, grafitowymi
wysokomodutowymi i szklanymi "E",

¢ aby uzyskac¢ takie sam wzrost wytrzymatosci kompozytu w stosunku do matrycy, najmniej
objetosciowo nalezy dodac¢ widkien szklanych "S" i grafitowych HS, a nastepnie kolejno
kevlarowych 49, grafitowych HM i szklanych "E".

50 : : : : 8 : : : 4
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | L | |
O— szkio "S" : | —0—szkto"s" | ! !
—O— grafit HS : : —O—grafitHS | | !
W01 o Keviarao| TR | & Keviar4g | |
| | ! 1 . | _____/®/_ ____
—@— grafit HM ; ! 6 —@— grafit HM
szkio "E" ; ! szkio "E"
| l
[ ®
|

unormowana wytrzymatos¢ kompozytu Xt / Xm

unormowana wytrzymatos¢ kompozytu Xt / Xm
£~

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.05 0.1 0.15 0.2
objetosciowy udziat widkien v objetosciowy udziat widkien v

Rys. 7.28. Unormowana wytrzymatos¢ kompozytu w funkcji objetosciowego udziatu widkien.
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W celu skorelowania tych wnioskéw jakosciowych z charakterystykami materiatowymi widkien i
matrycy zestawimy je w odpowiedni sposdb w tablicy 7.5.

WELOKNA
szkto grafit Kevlar grafit szkto
"S" HS 49 HM "E"

X¢ I Xon 38.5 38.2 34.9 27.5 26.2
E¢/ Ep 24.9 65.7 354 1057 206

TABLICA 7.5. Unormowana wytrzymatos$¢ i modut sprezystosci widkien.

Konfrontacja wnioskéw ptyngcych z wykresu 7.28 i danych zamieszczonych w tabeli 7.5 pozwala
stwierdzi¢, ze

¢ o wytrzymalosci kompozytu decyduja przede wszystkim wlasnosci wytrzymalosciowe
skladnikéw. Im stosunek wytrzymatosci wiokien do wytrzymatosci matrycy jest wiekszy, tym
widkna sg bardziej efektywne z punktu widzenia wzrostu wytrzymatosci kompozytu. W
rzeczywistych kompozytach stosunek ten jest na tyle duzy, ze o wytrzymatosci kompozytu
decydujag przede wszystkim widkna,

+ wlasnosci sprezyste sktadnikdw majg drugorzedny wptyw ma wytrzymato$¢ kompozytu.

Wptlyw dtugosci widkien na wytrzymatosé kompozytu

Parametrem majgcym istotny wplyw na wytrzymatos¢ kompozytu przy rozcigganiu podiuznym jest
dlugos¢ wiokien zbrojacych matryce. Od dtugosci widkien zalezy to, w jakim stopniu obcigzenie
zewnetrzne rozdziela sie miedzy matryce i widkna, a zatem i efektywnos$¢ witokien z punktu widzenia
wytrzymatosci kompozytu. Obcigzenie przekazywane jest przez matryce do widkien poprzez
powierzchnie styku obu faz, przy czym nie dotyczy to koncow witdkien, przez ktére obcigzenie nie jest
przekazywane. O wielkosci obciazenia przekazywanego do witdkna decyduje jego Srednica D oraz
wytrzymatos¢ potaczenia witokno-matryca, za ktorg uwaza sie wytrzymatos¢é matrycy na scinanie Sp,.

Na rys. 7.29 pokazano widkno, na ktérego powierzchni bocznej dziata naprezenie S, reprezentujgce
obcigzenie przekazywane poprzez matryce na widkno, a na sciankach czotowych maksymalna sita,
F+, jaka jest ono w stanie przenies¢.

Ko

Rys. 7.29. Obcigzenie wtdkna.

Sita F w odlegtosci x od dowolnego konca widkna przekazywana na wtokno poprzez matryce wynosi

X

F=j7zDSmdx=;zDSmx (7.134)
0

Maksymalna sita F¢, jaka moze by¢ przniesiona przez widkno wynosi

. D?
4

Widkno w petni wykorzystuje swag wytrzymatos¢ wowczas, gdy te dwie sity sg réwne. Z poréwnania
(7.134) i (7.135) wynika, ze warunek ten jest spetniony dopiero w odlegtosci x,, od koncow witdkna,
wynoszacej

Fe

X; (7.135)
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Xr (7.136)

_D Xt

4 S,
Tak wiec widkno efektywnie poprawia wytrzymatos¢ kompozytu woéwczas, gdy jego diugosé,
nazywana dtugoscia krytyczna, wynosi

D X

Lkr=2xkr2587 (7137)
m

Na rys. 7.30 przedstawiono rozktad sity wzdiuz osi podtuznej widkna, przekazywanej na nie przez
matryce, dla wtdkien o réznej dtugoséci. Z rys. 7.30 A widac¢, ze gdy dlugos¢ widkna jest mniejsza od
krytycznej, przekazywana sita nie osigga warto$ci obcigzenia maksymalnego Ff - widkno nie jest
zatem efektywnie wykorzystane. Efektywnos¢ widkna rosnie wraz z jego dtugoscia, co widaé z rys.
7.30 B i C. W praktyce - w kompozytach jednokierunkowo zbrojonych stosowane sg wtékna o dtugo$ci
wyraznie wiekszej od krytyczej (L >15 L,), okreslane jako widkna ciagte.

W wielu zastosowaniach (np. przy produkcji kompozytowych karoserii samochodowych), a takze w
wielu technologiach wytwarzania kompozytéw (np. metoda natryskowa) wykorzystywane sa krétkie
widkna ciete (L < Lg,) o losowym rozmieszczeniu w elemencie kompozytowym. Wytrzymato$¢ takiego
elementu jest trudna do oszacowania, nalezy jednak stwierdzi¢, ze mozliwosci wytrzymatosciowe
wiokien sg w takim przypadku silnie ograniczone, po pierwsze z przyczyn, o ktérych byla mowa
wczesniej, a po drugie dlatego, ze tylko cze$é widkien jest rozmieszczona wzdtuz kierunku obcigzenia
rozciggajacego (przyjmuje sie, ze ok. 25%) i tym samym przekazywana jest do nich tylko czes¢ tego
obcigzenia.

F/N FN
Ff Ff
I > ‘ >
X X X
: kr Xier : : Xkr Xkr :
L<Li ‘ A ‘ L=Ly ‘ B
F/N\
Ff ‘
‘ _—
X
| Xkr ‘ Xier |
V22222222277 7222272
L>L
kr " C

Rys. 7.30. Sita przekazywana przez matryce na widkno w funkcji potozenia jego przekroju, gdy
diugos¢ widkna jest : A. mniejsza od diugosci krytycznej, B. réwna dtugosci krytycznej,
C. wieksza od diugosci krytycznej widkna.

Podsumowanie

W celu podsumowania rozwazan dotyczacych wytrzymatosci na rozcigganie w kierunku widkien
kompozytéw o osnowie "plastykowej" (zywice epoksydowe, poliestrowe, poliweglanowe itd.)
zbrojonych typowymi wtéknami (szklanymi, grafitowymi, kevlarowymi), a takze syntetycznego ujecia
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uzyskanych zaleznosci okreslajacych te wytrzymato$¢ (liczba réznych przypadkéw moze wywotywac
wrazenie pewnego "zametu") zestawmy najwazniejsze wiadomosci i wnioski

¢ w kompozytach tych, zawsze sg prawdziwe nastepujace zaleznosci miedzy statymi sprezystymi i
wytrzymatosciowymi sktadnikéw

Ef>Em , Xf> Xm (7.138)

¢ biorgc pod uwage rzeczywiste objetosciowe udziaty widkien w kompozycie, rzedu kilkudziesieciu
procent - objetosci graniczne i krytyczne widkien (rzedu kilku procent, a nawet mniejsze) nie majg
wiekszego znaczenia przy wyborze zaleznosci okre$lajacych wytrzymatosé kompozytu,

¢ jezeli state materialowe sktadnikéw spetniajg zwigzek (E/Ef) < (Xp/Xp) to wytrzymatosé
kompozytu wynika z réwnania

X=X v+ (Epn/Ef)1-v;)] (7.139)

¢ jezeli state materiatowe sktadnikéw spetniaja zwiazek (En/Ef) > (Xm/Xg) to wytrzymatosc
kompozytu wynika z réwnania

X=Xpvy (7.140)

¢ jezeli stale materialowe sktadnikéw spetniajq zwigzek (En/Ef) = (Xm/Xp) to wytrzymatose
kompozytu okreslona jest przez zasade mieszanin

Xi=Xevi+ XV (7.141)

¢ najbardziej efektywne z punktu widzenia wykorzystania wytrzymatosci witdkien jest zbrojenie
matrycy jednokierunkowymi wtéknami ciggtymi.

¢ Widékna o losowym rozktadzie wytrzymatosci.

Jedno z zalozen wykorzystywanych przy wyznaczaniu wytrzymato$ci kompozytu na rozcigganie,
podanych w pkt. 7.3.1 méwito, ze wytrzymato$¢ kazdego widkna jest identyczna, co tym samym
oznacza, iz zniszczenie kompozytu zwigzane jest z jednoczesnym peknieciem wszystkich wtdkien. W
rzeczywistych kompozytach wytrzymato$¢ widkna zmienia sie na jego dtugosci (moze to byé wynikiem
np. procesu produkcyjnego i wywotanych nim defektéw powierzchni widkna) - jest zatem wielkoscig
losowa. Jest oczywiste, ze skoro zmienna jest wytrzymatos¢ pojedynczego widkna to wszystkie
widkna roznig sie miedzy sobg cechami wytrzymatosciowymi - czes¢ widkien peka przy mniejszym
obcigzeniu, inne przy wiekszym. W sytuacji, gdy pewne witokna ulegly zerwaniu mozliwe sg rozne
mechanizmy dalszego uszkadzania sie kompozytu w zaleznosci od wlasnosci matrycy i jej potaczenia
z widbknem. Zasadniczo wystepujag dwa mechanizmy pekania kompozytu. W przypadku gdy
potaczenie matryca-wtokno jest bardzo mocne, a sama matryca jest krucha - szczeliny utworzone na
peknietych widknach propaguja sie poprzez matryce, a nastepnie "przecinajg" kolejne widkna,
prowadzgc do zniszczenia kompozytu. Drugi mozliwy mechanizm dotyczy kompozytow, w ktérych
potaczenie matrycy z witdknami jest stabe, badz tez sama matryca jest ciagliwa (tzn. ma niska granice
plastycznosci). Polega on na tym, ze uszkodzenie poprzeczne inicjujgce sie na peknietych wiéknach
po dojsciu do matrycy zmienia kierunek propagaciji i rozwija sie dalej wzdtuz kierunku wtdkna, badz to
wskutek zerwania potgczenia wtdkna z matryca (ang. debonding), badz uplastycznienia matrycy. Oba
mechanizmy pokazano na rys. 7.31.

-~ ~N ~
—— ““:f
B —_

- ) B Y,

Rys. 7.31. Mechanizmy zniszczenia warstwy kompozytu przy rozcigganiu: A.
pekanie poprzeczne, B. podiuzne zrywanie potgczenia matryca-wtékno.
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W drugim typie zniszczenia warstwy przy rozcigganiu w kierunku wtdkien, mamy w istocie do
czynienia z rozseparowaniem widkien peknietych i widkien nieuszkodzonych, a kompozyt zachowuje
sie tak jak wigzka widkien. Przypusémy, ze przy danym obcigzeniu odksztatcenia powstajace we
wszystkich wtdknach sg takie same i réwne &. Prawdopodobienstwo tego, ze dane witdkno nie ulegnie
peknieciu przy tym odksztatceniu (tzw. prawdopodobienstwo "przezycia" wtékna) czy moéwigc inaczej
udziat widkien nieuszkodzonych opisuje réwnanie:

R(¢)= exp[— L(e/e, )“J (7.142)

gdzie L oznacza dtugos¢ widkna, za$ ¢ i « sa stalymi. Schematyczny wykres funkgiji
prawdopodobienstwa pokazano na rys. 7.32.

1-0 i i 1
| | |
2 l l
o I \ e ] -y uw=vve
(2] | |
c | |
8 0.6 - - N - e
o] | | |
[} | |
T | | |
Qo04f-—-- R - e
[} | | |
'g | | T
8024~ R e T~——— -
a l l l
| | |
0.0 + } +
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
I_1/ a e/ £q

Rys. 7.32. Prawdopodobienstwo nie uszkodzenia wiékna w funkcji odksztatcenia.

Naprezenie nominalne (tzn. odpowiadajgce powierzchni widkien nie uszkodzonych) w widknach
wigzki wynosi

o =EseR(s) (7.143)
a po wstawieniu (7.142) przyjmuje postac :
o=E; 8exp(—L£g“£a) (7.144)

Wigzka ulegnie zniszczeniu wéwczas, gdy nie bedzie w stanie przejaé zadnego dalszego przyrostu

obcigzenia (a w konsekwencji i naprezenia). Oznacza to, ze odksztatcenie g, przy ktérym nastapi
zniszczenie wigzki musi spetnia¢ warunek:

~0 (7.145)

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy odksztatcenie niszczace w nastepujacej postaci:
ep =eo(La) (7.146)

Naprezenie X, niszczace wiazke (wytrzymato$¢ wigzki na rozcigganie), odpowiadajace temu
odksztatceniu otrzymujemy z réw. (7.144). Wynosi ono :

X,y(L)=Ef eo(Lae)™ (7.147)

Wprowadzmy funkcje F (g), zdefiniowang w nastepujacy sposob:
F(e)=1-R(e) (7.148)
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Skoro funkcja R(g) oznaczata prawdopodobienstwo "przezycia" widkna przy odksztatceniu & , to
funkcja F(g) musi oznacza¢ prawdopodobienstwo zniszczenia widkna. Wstawiajac do réw. (7.148)
funkcje opisang réw. (7.142), otrzymujemy:

F(e)=1-exp|-L(s/e,)"] (7.149)

Z formalnego punktu widzenia jest to dystrybuanta zmiennej losowej ¢ charakteryzujacej sie
rozktadem Weibulla.

Odksztatcenie niszczace widkno g:: mozna wyznaczy¢ jako wartos¢ oczekiwang zmiennej losowe;.

Wyraza sie ona zaleznoscia;

&f = jg f(¢)de (7.150)
0

gdzie f(¢) jest gestoscig prawdopodobienstwa opisang zwigzkiem:

f(e)= d’; (e) __ d':(‘g) (7.151)
& &

Po zrézniczkowaniu réw. (7.149), otrzymujemy:
fle)=Lae,®c* Texp [—L (5/go)a] (7.152)

Odksztatcenie niszczace, po wykorzystaniu (7.152) wyraza sie nastepujacg zaleznoscia:
* -a a 124
g =Laeg, Is exp [—L(g/go) ]dg (7.153)
0

Wartos¢ catki wystepujacej w (7.153) mozna znalez¢ w tablicach catek’). Ostatecznie odksztatcenie
niszczace wynosi:

e =g, LT (1 + ;j (7.154)

gdzie /" oznacza funkcje gamma Eulera.

Warto$¢ oczekiwana wytrzymatosci widkna przy rozcigganiu X¢, odpowiadajgca odksztatceniu g:
wynosi: zatem

Xi(L)=Esef =E; e, L7V T (1 + 1} (7.155)

o

Poréwnajmy wytrzymatosé wigzki widkien - réw. (7.147) - z wytrzymatoscig widkna, okre$long przez
réw. (7.155). Stosunek tych wytrzymatosci wynosi:

XolL) _ ! (7.156)

XiL) () r(1+1J

(2

%) Stosujgc odpowiednie (w oczywisty sposdb narzucajace sie) podstawienia, catke (7.153) mozna wyznaczy¢ z
rozwigzania podanego w "Tablicach catek, sum, szeregéw i wyrazen" - Gradsztajn, Ryzyk (w jez. ros.) - wzor
(3.478) :

0

jx”e’“pdx = i,u"’/p F(Vj
g P p
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Wykres zaleznosci (7.156) pokazano na rys. 7.33. Wartosci funkcji /I~ zaczerpnieto z tablic
matematycznych (mozna je znalez¢ np. w "Poradnik inzyniera - matematyka", t. 1, WNT, 1987).

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rys. 7.33. Stosunek wytrzymatosci wigzki widkien do wytrzymatosci wtdkna
w funkcji wspotczynnika zmiennosci.

Tsai i Hahn wykazali, ze wspétczynnik 1/« jest bardzo bliski wartosci wspoétczynnika zmiennosci”)
wytrzymatosci witdkna, méwiac inaczej jest miarg jej rozrzutu. Z rys. 7.33 widac, ze czym rozrzut ten
jest wiekszy tym wytrzymato$¢ wigzki widkien jest coraz mniejsza w stosunku do wytrzymatosci
pojedynczego witdkna.

Na bazie przedstawionego tu statycznego podejscia do zagadnienia wytrzymatosci kompozytu przy
rozcigganiu, Rosen analizowat model zniszczenia taczacy mechanizmy pekania poprzecznego i
podtuznego., zaktadajacy, ze pekniecie przebiega czesciowo poprzecznie do kierunku widkien, a
czesciowo wzdtuz ich kierunku. W modelu tym przyjmuje sie, ze kompozyt ulega zniszczeniu
wowczas, gdy w strefie interakcji widkien peknietych, ktoérej diugosé wynosi & - pozostate widkna
jeszcze nie pekniete réwniez ulegng zniszczeniu. Model zniszczenia typu "mieszanego” wg Rosena
pokazano na rys. 7.34. Za wytrzymatos¢é warstwy kompozytu przy rozciaganiu przyjeto wytrzymatosc
wigzki widkien o dtugosci 6 powiekszong o wytrzymatos¢ matrycy. Réwnanie opisujgce tak okreslong
wytrzymato$é ma postacé:

Xi=Xp(8)s+0p vy, (7.157)

gdzie o*m Ooznacza naprezenie w matrycy przy obcigzeniu niszczacym kompozyt. Wielkos¢ te

wyznacza sie z warunku liniowo$ci i rownosci odksztatcen w matrycy i wtdknach, ktéry dla stanu
zniszczenia przyjmuje postac:

* Em
Ef=&m = szi)(f (7.158)
Ey
Z row. (7.157), po wstawieniu (7.147) (z wykorzystaniem (7.155)) i (7.158) otrzymujemy:
1a
1 L En
X = — | v XiL)+ — Xzv (7.159)

*) Wspétczynnik zmiennosci zmiennej losowej jest to stosunek odchylenia standardowego rozkiadu tej zmienne;j i
jej wartosci oczekiwanej (Sredniej).
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matryca rozk®*ad napré;ef stycznych rozk®ad napré;ef
na po*'czeniu matryca - w*6kno normalnych w w*éknie
i """ B Sn1lllen
s (I M‘“IIIIII | gi
| I ““ I"“"
L1 H\HHH\H 1 b xd x

Rys. 7.34. Model Rosena zniszczenia "poprzeczno-podtuznego” przy rozcigganiu.

W oparciu o liniowo sprezysty rozktad naprezen normalnych w widknie (naprezenie normalne rosnie
od zera na peknietym koricu do statej wartosci "nominalnej", takiej jak we widknach nieuszkodzonych)
i sztywno-idealnie plastyczny rozkfad naprezen stycznych na granicy witdkna i matrycy w strefie ich
separacji, Rosen wyznaczyt zaleznos¢ okreslajaca dtugosc¢ & strefy interakcji. Ma ona nastepujaca
postac:

a

@ 1
o Xp |+t a+l
5=2 (4SmJ [( +1) } (7.160)

gdzie D oznacza Srednice widkna.

Rozwazmy przypadek, gdy wspoétczynnik zmiennos$ci wytrzymato$ci widkna 1/« jest bardzo maty (tzn.
wiokno jest rbwnomiernej wytrzymatosci).

Zaleznos¢ (7.159) redukuje sie wéwczas do rownania:

E,,
X; = X; {Vf-i- = (1-v, )} (7.161)

f

Jest ono identyczne z rbwnaniem (7.139) okreslajacym wytrzymato$¢ kompozytu w oméwionym juz w
tym rozdziale przypadku "kruchych widkien". Tak wiec podejscie statystyczne Rosena sprowadza sie
w przypadku granicznym do modelu deterministycznego kompozytu o kruchych wtéknach.

Zaleznos¢ (7.160) dla matych wartosci 1/« redukuje sie do réwnania :
X
0= % S :
m (7.162)

identycznego z row. (7.137), okreslajagcym krytyczng ditugos¢ widkna, tzn. minimalng dtugos¢ jakag
powinno mie¢ widkno, aby byto efektywne z punktu widzenia wytrzymato$ci kompozytu.

7.3.2. Wytrzymato$¢é kompozytu przy Sciskaniu w kierunku widkien

Przy obcigzeniu sciskajgcym, dziatajacym wzdtuz kierunku widkien, zniszczenie kompozytu jest
zwigzane z efektem wyboczenia widkien w ptaszczyznie warstwy kompozytowej. Rola matrycy jest w
tym przypadku znacznie wieksza niz przy obcigzeniu rozciagajagcym, gdyz stanowi ona rodzaj podpory
dla wtdkien, utrudniajacej ich wyboczenie.

Wyrdznia sie dwa typy wyboczenia widkien, przedstawione na rysunku 7.35.
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Y YA N N A
L o = 5 3 g 2
y
SR N S
1 A B

A A R
t N N § 1]

2¢C

e

Rys. 7.35. Wyboczenie widkien przy Sciskaniu warstwy kompozytu: A. typ poprzeczny,
B. typ Scinajacy.

Typ A charakteryzuje sie tym, ze sasiednie wtdkna ulegajg wyboczeniu symetrycznie wzgledem linii
srodkowej, przebiegajagcej miedzy nimi. Nosi ono nazwe wyboczenia "poprzecznego" Iub
"wydtuzeniowego". Nazwa wywodzi sie stad, ze materiat matrycy miedzy widknami jest wskutek
wyboczenia widkien na zmiane Sciskany i rozciggany (méwigc mato precyzyjnie, ale obrazowo ulega
on "skréceniu” lub "wydtuzeniu") w kierunku poprzecznym do widkien.

W przypadku wyboczenia typu B, widkna sg potozone antysymetrycznie wzgledem linii sSrodkowej. W
rezultacie materiat matrycy podlega scinaniu, stad ten typ wyboczenia nosi nazwe "Scinajacego”.

Kazdy z typédw wyboczenia prowadzi do réznych oszacowan wytrzymatosci warstwy kompozytowe;j
przy obcigzeniu sSciskajacym. Jako miarodajne przyjmuje sie to oszacowanie, ktére daje mniejszg
warto$¢ wytrzymatosci.

Niezaleznie od typu wyboczenia, wtdkno traktuje sie jak pret o przekroju poprzecznym hxt i dlugosci
L, "zanurzony" w matrycy, obcigzony sitag Sciskajacg F, wybaczajacy sie w zakresie liniowo
sprezystym w ptaszczyznie (X, y). Zaktada sie, ze matryca i widkna sg idealnie liniowo sprezyste. W
analizie pomijany jest efekt scinania witdkien, jako drugorzedny w stosunku do Scinania matrycy, co
usprawiedliwione jest zaleznoscig miedzy modutami Scinania widkien i matrycy Gs >> Gp,.

¢ Wyboczenie typu poprzecznego

Na skutek przytozenia do witdkna sity Sciskajgcej F i wywotanego nig przemieszczenia poprzecznego
(a mowigc prosciej - ugiecia) w(x), odksztatcenie matrycy wynosi

Eym =W/C (7.163)

ym
Odpowiadajgce mu naprezenie w matrycy wynosi

Cymn=Emém=Enpw/c (7.164)

Naprezenie to wywotuje "dodatkowe" obcigzenie widkna, ktére przeciwstawia sie jego wyboczeniu.
Matryca spetnia role swego rodzaju ciggtej, dwustronnej podpory biegnacej wzdtuz kierunku witdkna.
"Reakcjg" od tej swoistej podpory jest wiasnie to dodatkowe obcigzenie, ktérego wartosc
przypadajgca na jednostke dtugosci wyraza sie rownaniem

q=20,,t=2E, tw/c (7.165)

Pokazano to na rysunku 7.36 i 7.37.
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Rys. 7.36. Obcigzenie widkna wywotane naprezeniem poprzecznym w matrycy.

W celu wyznaczenia naprezenia krytycznego, tzn. wywotujgcego wyboczenie widkna nalezy
rozwigzac rownanie rézniczkowe ugiec, ktére ma postaé

Eflw"=—-M(x) (7.166)

gdzie Ir oznacza moment bezwiadnosSci przekroju poprzecznego witdkna wzgledem osi zginania i
wynosi

l; =th®/12 (7.167)
zas$ M(x) - moment zginajacy, ktory wynosi (rysunek 7.37)
M(x)=Fw +q x2/2 (7.168)

Podstawiajac rownanie (7.168) do (7.166) i wykonujac operacje dwukrotnego rézniczkowania,
otrzymamy réwnanie ugie¢ w formie réwnania rézniczkowego 1V rzedu w postaci

Eid;w" +Fw"+2E,,(t/c)w=0 (7.169)

q
¢¢J«¢¢¢J«¢¢¢¢¢¢¢

T/

«—F
X

Rys. 7.37. Obcigzenie poffali widkna.

Rozwigzania rownania (7.169) bedziemy poszukiwa¢ w postaci szeregu trygonometrycznego

Za smﬂ (7.170)

Po obliczeniu kolejnych pochodnych do IV wiacznie wyrazenia (7.170) i wykorzystaniu odpowiednich
pochodnych w réwnaniu (7.169) otrzymamy

Eflf —F anS/nTZO (7171)

. n‘z* _n?z? 2E,t . nzx
Z 4 2z
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Site krytyczng Fg otrzymujemy z warunku zerowania sie wyrazenia w nawiasie prostokatnym - wynosi
ona

Fo_ th3n27z2+ 2t L?
Odpowiadajace jej naprezenie krytyczne dla widkna wynosi
2
F 72 (h , K
op =-—K=E. || |n?+> 7173
k= "th T (Lj { 2 ( )
gdzie K jest wielkoscig statg i wynosi
4
=2—‘2’LTE—’" (7.174)
7< h°c Ef

Poszukujemy takiej szczegolnej postaci wyboczenia, a zatem liczby "n", aby odpowiadajace jej
naprezenie krytyczne byto minimalne. Z warunku istnienia ekstremum funkcji (7.173) wynika, ze

n?=JK (7.175)

Po wstawieniu (7.175) do (7.173) w wyniku prostych przeksztatcen otrzymamy

o =2 g,
3¢ (7.176)

Zauwazmy, ze objetosS¢ reprezentatywnej probki kompozytu, pokazanej na rysunku 7.36 i objetosé
zawartych w niej widkien wynoszg odpowiednio

V =Lt(2c+h) , Vi=Lth (7.177)
Objetosciowy udziat wtdkien wynosi zatem
h
Vf =
2¢ +h (7.178)

Wykorzystujagc te zaleznos¢ w réwnaniu (7.176), minimalne naprezenie krytyczne dla pojedynczego
widkna wynosi

min 4 Vf
= |———_F _FE 7.179
O fx \/3 v, om f ( )

Wielkosc¢ te wykorzystamy teraz do okre$lenia naprezenia krytycznego dla warstwy. W przenoszeniu
obcigzenia Sciskajgcego ma swoj udziat takze matryca. Udziat ten wyznaczamy korzystajac z
zatozenia o réwnosci odksztatcen liniowych g, w matrycy i wiéknach

Exm=6xt = (Om/Em)=los/Ef) (7.180)
Naprezenie w matrycy, odpowiadajgce minimalnemu naprezeniu krytycznemu dla wiékien, wynosi
om=Em/ Ef) o (7.181)

Warunek réwnowagi sit wymaga, aby sita wypadkowa byta rowna sumie minimalnej sity krytycznej w
wibknie i sity w matrycy, tzn.

Fe=F"+Fp =l Ar + 0 Am (7.182)

Korzystajac z (7.179) i (7.181), rbwnanie (7.182) mozna przeksztatci¢ do postaci

o =2 VEEm |y L Em1_y) (7.183)
3(1-vy) E;
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Réwnanie (7.183) okresla wytrzymatosé na $ciskanie warstwy kompozytu, wynikajacg z wyboczenia
widkien typu poprzecznego. W celu wyznaczenia ostatecznej warto$ci wytrzymatosci nalezy rozwazy¢
teraz drugi typ wyboczenia wtdkien, tzn. wyboczenie typu $cinajacego.

+ Wyboczenie typu scinajacego

Wyboczenie typu $cinajgcego charakteryzuje sie antysymetrycznym utozeniem wyboczonych wiékien
wzgledem linii Srodkowej, przebiegajacej miedzy nimi. Taki mechanizm deformacji sprawia, ze
materiat matrycy podlega $cinaniu - pokazano to na rysunku 7.38.

9 P

22}

Stan przed wyboczeniem Stan po wyboczeniu typu cecinaj'cego

Rys. 7.38. Deformacja warstwy kompozytu przy wyboczeniu typu scinajgcego.
Zwigzane z tym odksztatcenie styczne okreslone jest réwnaniem Cauchy'ego
ow  Jdu
LA 7.184
"= ox T oy { )

gdzie w(x) oznacza przemieszczenie poprzeczne do wiokien, a u(y) - przemieszczenie w kierunku
widkien. Zaktada sie, ze

(ow/ 6x),, = (ow/ ox); (7.185)

Z rysunku 7.38 wynikajg nastepujace zaleznosci geometryczne

sin ou = 2u (7.186)
oy ) 2c

sin (awj _2u (7.187)
oX h

Na mocy zatozenia o matych pochodnych przemieszczehh mozemy powyzsze zaleznoéci zapisa¢ w
prostszej postaci

ow _2u _h ow

ow - y=1aw (7.188)
ox h 2 0x

ou _u ou _ h ow (7.189)
ay ¢ dy 2c ox
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Odksztatcenie $cinajace w matrycy, okreslone rownaniem (7.184), po wykorzystaniu (7.178) wynosi
zatem
1 Jow

= 7= 7.190
Y xym v ox ( )

gdzie v, =(1 - v ) 0znacza objetosciowy udziat matrycy w kompozycie.

Naprezenie styczne w matrycy, odpowiadajgce odksztatceniom $cinajgcym wynosi
Txym=Cm ¥ xym (7.191)

Przy wyznaczaniu obcigzenia krytycznego (a zarazem wytrzymatosci warstwy kompozytu na
Sciskanie) wykorzystamy podejscie energetyczne. Wynika z niego, ze przejscie preta (w tym
przypadku wtdkna) ze stanu poczatkowego, nie zdeformowanego do stanu krytycznego
(wyboczonego) zachodzi woéwczas, gdy praca obcigzenia zewnetrznego dziatajacego na widkno jest
réwna sumie energii odksztatcenia wtdkna i przylegajacej do niego matrycy, tzn.

Wi=U;+ U, (7192)

Ze wzgledu na to, ze matryca podlega przede wszystkim $cinaniu, jej energia odksztatcenia jest
rébwna energii scinania matrycy, zawartej w obszarze o powierzchni 2c x L miedzy sasiednimi
widknami (rysunek 7.38) i wyraza sie wzorem

U, dv (7.193)

1
= 2 jfxym Y xym
4

ktory po wykorzystaniu (7.190) i (7.191) przyjmuje postaé

ct Fldaw)
U, =G, — — | dx 7.194
m=Cm g(dxj (7.194)

Obliczajac pierwszg pochodng funkcji ugie¢ (7.170) i korzystajac z zaleznosci

JcosZt dt =1/ (sin2t+ 2t) (7.195)

obliczamy warto$¢ wystepujacej w (7.194) cafki

L 2 2 ®

j AW Gx =T g2 2 (7.196)
dx 2L

0 n=1

Ostatecznie zatem energia Scinania matrycy wynosi

G, ct 72 &
U,=_"m"""7"2_\"32p2 7.197
n="z o[ O @ (7.197)

n=1

Energia odksztatcenia widkien zwigzana jest gtéwnie z ich zginaniem przy $ciskaniu. Przy jej
wyznaczaniu skorzystamy ze wzoru okreslajgcego energie zginania preta
L
11 M?(x
F=— y dx (7.198)
2 Efl;
0

Korzystajac ze zwigzku miedzy momentem zginajgcym M(x), a drugg pochodng funkcji ugiec
(réownanie (7.166)), energia zginania ma posta¢

1 L aw Y
Ur=—E;| — | dx 7.199
F= 55 f‘([(dx J ( )
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Obliczajac druga pochodng funkcji ugie¢ (7.170) i korzystajac z zaleznosci
j sin’t dt=-1/, (sin2t- 2t) (7.200)

otrzymujemy po przeksztatceniach

7Z' Ef If
0 Za (7.201)

Pozostaje jeszcze do wyznaczenia praca sit zewnetrznych. Sita F Sciskajgca widkno, dziata na
przemieszczeniu podtuznym widkna, wynikajacym z jego ugiecia przy $ciskaniu. Zaktada sie, ze
dtugos¢ widkna przed wyboczeniem i po wyboczeniu jest taka sama, tzn. zaniedbuje sie efekt
skrécenia widkna.

Z wytrzymatosci materiatow [patrz - np. Gere, Timoshenko] wiadomo, Zze przemieszczenie podtuzne
belki zginanej o dtugosci L wyraza sie réwnaniem

L 2
a=1 J' LA (7.202)
2 . dx

Wspomniano juz wczesniej, ze w analizie $ciskania warstwy, witokno traktowane jest jak belka
Sciskana, tak wiec

Wi=FA (7.203)
Korzystajac z (7.196) i (7.202) otrzymujemy

2 o0
W, = FZ a2 n? (7.204)

n=1

Z kryterium wyboczeniowego (7.192), po wstawieniu do niego (7.197), (7.201) i (7.204) otrzymujemy

0 2 00
T
FY ain® _2¢t%m Za +L—2Eflf > ain? (7.205)
n=1 n=1

mn1

W analizie statecznosci, opartej na metodzie energetycznej przyjmuje sie, ze minimalna sita krytyczna
F = F¢min odpowiada szczegdlnej postaci wyboczenia, okreslonej przez liczbe n = m. Réwnanie
(7.205) uprosci sie, po wykorzystaniu (7.167), do postaci

2
(V;;" A, +1%E; [mfj As (7.206)

min
F k =

m

Naprezenie krytyczne dla widkna, odpowiadajace tej sile, wyraza sie rownaniem
2
i h
o min _ ST E; ( mJ (7.207)
VoV L

Utamek h / L wystepujacy w drugim cztonie powyzszego rownania obrazuje stosunek srednicy wtékna
do jego dtugosci. Z tabeli 1.1 wida¢, ze $rednice widkien sg rzedu 10-5 [um] (jedynie witdkna boronowe
majg s$rednice rzedu 10-4 [um]). Dlugosci widkien w rzeczywistych kompozytach sg uzaleznione
praktycznie tylko od wymiarow elementéw konstrukcyjnych z nich wykonanych i przekraczajg $rednice
co najmniej o kilka rzedéw wielko$ci. Biorac pod uwage, ze h / L wystepuje w (7.207) w drugiej
potedze, caty drugi czton tego réwnania jest znikomo maty w stosunku do pierwszego i moze byc¢
zaniedbany w dalszych rozwazaniach.

Ostatecznie zatem naprezenie krytyczne dla warstwy kompozytu przy $ciskaniu, wynikajgce z
mechanizmu zniszczenia wywotanego wyboczeniem witdkien typu scinajgcego wynosi
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G
_Vf

o ="V = (7.208)

Jest to zarazem wytrzymatos$¢ warstwy na $ciskanie przy wyboczeniu $cinajgcym.

Wykresy zaleznosci (7.183) i (7.208), okreslajacych wytrzymatos¢ warstwy przy $ciskaniu pokazano
na rysunku 7.39. Sporzadzono je dla przyktadowego kompozytu o matrycy epoksydowej, zbrojonej
widknami szklanymi typu "E". Przyjeto nastepujace wartosci statych materiatowych dla sktadnikéw
kompozytu : Ef=72 GPa, E,,=3.5 GPa, v,,=0.4. Modut $cinania matrycy Gn=En/[2(1+vy)]=1.25 GPa.

10 T T i i f i
| | | | |
| | | | |
o l | | | |
S sl e D —
X | | | | |
) | | | | |
'6 | | | | |
~w —_— | | ) |
o e e oo e
c o | | | I I
99, | | | | |
o | | | | |
FX 4t AP
g l l : l l
N | | | —&— wybocz. poprzeczne
prer)
> 2 \ | —O— wybocz. $cinajace
= 007 | | ‘ ‘
: | | | | |
| | | | | |
0 —+ + + + +
0 Vf 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
objetosciowy udziat widkien v

Rys. 7.39. Wytrzymato$¢ na $ciskanie dla kompozytu szkio "E"/ epoksyd.

Z przyktadowych wykresow na rys. 7.39 widac, ze o typie wyboczenia przy $ciskaniu warstwy
decyduje objetosciowy udziat widkien. Wartosé graniczna tego udziatu, ponizej ktérej wyboczenie ma
charakter poprzeczny, a powyzej $cinajacy wynika z warunku przeciecia sie krzywych (7.183) i
(7.208). Otrzymujemy w ten sposob dos¢ kiopotliwe do rozwigzania rownanie algebraiczne.
Uwzgledniajac, ze G, << Es, bardzo dobrym przyblizeniem rozwigzania jest zaleznosc¢

v, =0.66 3°m (7.209)
E;

Podsumowanie
¢ wytrzymatos¢ warstwy kompozytu widknistego na Sciskanie zdeterminowana jest naprezeniem
krytycznym dla widkien przy ich wyboczeniu, ktére moze by¢ typu poprzecznego lub $cinajacego,

¢ wytrzymatos¢é na Sciskanie przy wyboczeniu poprzecznym (w stanie wyboczonym widkna sg
symetryczne wzgledem linii Srodkowej przebiegajacej miedzy nimi), zdeterminowana jest gtéwnie
ugieciem wiokien,

¢ wytrzymatos¢é na Sciskanie przy wyboczeniu $cinajacym (w stanie wyboczonym widkna sg
antysymetryczne wzgledem linii srodkowej), zwigzana jest przede wszystkim ze $cinaniem
matrycy,

¢ w zaleznosci od typu wyboczenia, wytrzymato$¢ na Sciskanie X, warstwy kompozytu okreslona
jest zwigzkami
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% |:Vf +EEm(1—Vf):| dla OSVfSVf

3(1-vy) f
X .= (7.210)
Cm dla v;<v;
1-vs

7.4. Przyktady

¢ Przykiad 1

Prébka z kompozytu jednokierunkowego typu wiékno szklane/epoksyd jest rozciggana sitg P. Laczng
powierzchnie widkien, matrycy i powierzchnie catkowitg przekroju prébki oznaczono odpowiednio Ayg,
Am, A. Modut sprezystosci wtdkien wynosi Es= 75 GPa, a matrycy E.,=3 GPa. Wyznaczy¢ naprezenie
w matrycy i widknach.

T P Przy rozwigzaniu tego przyktadu wykorzystamy rozwazania zawarte w
pkt. 7.1.1. Naprezenia w kompozycie zwigzane sa z naprezeniami w
matrycy i widknach réwnaniem (7.10)

O'k:ZZVmO'm'FVfO'f (7211)

gdzie vy, v 0znaczajg objetosciowe udziaty matrycy i widkien.

Korzystajac z zatozenia (7.6) o jednakowych odksztatceniach matrycy i
widkien wywotanych przytlozonym obcigzeniem rozciggajacym oraz
l = zatozenia o jednoosiowym stanie naprezenia w kompozycie - (7.12) -

TYEEX /AL otrzymujemy rownanie
LB
A Of = I1(O-m gdzie k = (Em /Ef)z 0.04 (7.212)
f

Ostatecznie z (7.211) i (7.212) otrzymujemy naprezenia w matrycy i wtdknach w postaci

Om_ 1 (7.213)
O'k 1 + 24 Vf
Of _ 1 (7.214)
Uk 004+096 Vf

(7.212)

Wykresy zaleznosci (7.213) i (7.214) przedstawiono na rys. 7.40. Na rys. 7.41 pokazano site
przenoszong przez widkna i matryce jako utamek sity rozciggajgcej probke w funkcji objetosciowego
udziatu wiokien. Wida¢ z niego, ze na witdkna, juz przy 10% ich udziale przypada blisko 75% sity
zewnetrznej, a przy 30% - widkna przejmujg powyzej 92% sity. W rzeczywistych kompozytach wtékna
stanowig ok. 60% objetosci, tak wiec w zasadzie catg site podtuzng przenosza wytgcznie widkna.
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oml ok

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
obj. udziat widkien v ¢ obj. udziat widkien v

Rys. 7.40. Naprezenie w wiéknach i matrycy w funkcji objetosciowego udziatu widkien.

o o
o o
\ :

Pm, Pf/P
o
'S

02§

obj. udziat widkien v

f

Rys. 7.41. Sita przenoszona przez matryce i widkna w funkcji objetosciowego udziatu widkien.

¢ Przykiad 2

Okresli¢ stosunek wytrzymatosci wigzki witdkien do sSredniej wytrzymatosci witdkna w warstwie
kompozytu zbrojonego widknami grafitowymi. Parametr rozktadu wytrzymatosci « wynosi 7.68.

Wartos¢ poszukiwanego stosunku wyznaczymy korzystajac z row. (7.156). Otrzymujemy stad:

X
b _ 1 _ 0673 _0673 _, ., 7215)

X;  (7.68¢)7%8 (1+1/7.68) T(1.13) 0.939

Wytrzymato$¢ wigzki jest zatem o ok. 30 % mniejsza od wytrzymatosci pojedynczego wtdkna.
¢ Przykiad 3

Warstwa kompozytu zbudowana jest z matrycy epoksydowej zbrojonej widknami grafitowymi o
dtugosci L =25 mm i $rednicy D=7 um. Srednia wytrzymato$¢ wiékna na rozcigganie X =2 .80 GPa,
parametr rozkladu wytrzymatosci a=7.68, modut sprezystosci Ef=230 GPa. Objetosciowy udziat
wibkien w kompozycie wynosi v¢=0.5. Wytrzymatos¢ matrycy na rozcigganie X ,;,=50.0 MPa, modut
sprezystosci E,=3.45 GPa. Granica plastycznosci na granicy potgczenia widkna z matryca ma
wartos¢ rowng potowie wytrzymatosci na rozciaganie S,,=25.0 MPa. Wyznaczy¢ dtugosé strefy
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interakcji peknietych witdkien, statystyczng wytrzymato$é kompozytu oraz wytrzymato$s¢ kompozytu
przy zatozeniu rownej wytrzymatosci widkien.

Dtugosc strefy interakcji peknietych widkien wyznaczymy z réw. (7.160), skad otrzymamy:
7.68

1
3\7.68+1 76841
5= 2x7x107% | #8X107 |78 [(7.68+1)L_3}7'68+1=0.879 mm (7.216)
4x25 7x10

Srednia wytrzymato$¢ kompozytu wynika z réw. (7.159), z ktérego po wstawieniu wartosci liczbowych
wystepujacych tam zmiennych otrzymamy:
1

X; = y ( 29 j7'680.5x2.8x103+3'450,5x2.8x1o3=1573 MPa
(7.68¢)"%8 T (1.13) | 0.879 230

(7.217)

Uwzgledniajgc warunek, jaki spetniajg wytrzymatosci i moduty sprezystosci matrycy i witokien, a
mianowicie :
Xm

E X E
M _0.015 ; ~“1-00179 = ST (7.218)
Ef Xf Ef Xf

wytrzymatos¢ kompozytu przy zatozeniu réwnej wytrzymatosci widkien (zauwazmy, ze z danych
podanych w temacie wynikato, iz rozrzut w wytrzymatodci pojedynczego widkna wynosit
y =12/ ax100 % = 15.6 %) obliczymy z réw. (7.139) - otrzymamy z niego:

X; =2.8x10° [0.5+(3.45/ 230) 0.5]= 1421 MPa (7.219)

Warto$¢ wytrzymatosci kompozytu otrzymana z podejscia statystycznego jest w tym przypadku
wieksza o ok. 10 % od wytrzymatosci wynikajacej z zasady mieszanin.
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