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ROZDZIALG6
WYTRZYMALOSC KOMPOZYTOW WARSTWOWYCH

Zagadnienia wytrzymatosciowe w przypadku materiatbw kompozytowych, a moéwiac $cislej
widknistych kompozytéw warstwowych (np. laminaty zbrojone widknami) nalezy rozpatrywaé na
trzech poziomach obserwacji, wynikajacych z ich budowy.

Najnizszy poziom obserwacji to poziom mikroskopowy (mozna tez nazwa¢ go materiatowym), na
ktérym rozrézniamy skfadniki tworzgce kompozyt tzn. widkna i matryce. Ich wilasnosci
wytrzymatosciowe decydujg bezposrednio o cechach wytrzymatosciowych warstwy kompozytowej.
Temu zagadnieniu, wymagajgcemu odmiennego podejscia od tego stosowanego w dotychczasowych
rozwazaniach poswiecony jest pkt. 7.3, rozdziatu 7.

Kolejny poziom obserwacji to poziom warstwy, rozumianej jako podstawowy "budulec" kompozytu
warstwowego, ale jednoczesnie bedacej juz elementem zdolnym do samodzielnego przenoszenia
obcigzenia. Pojawia sie zatem problem okreslenia jej nosnosci, czyli wartosci obcigzenia, jakie jest
ona w stanie bezpiecznie przenies¢.

| wreszcie najwyzszy poziom analizy wytrzymatosciowej to poziom laminatu jako zbioru warstw,
ktérych wiasnosci i sposéb utozenia decydujg bezposrednio o nosnosci kompozytu.

Z praktycznego punktu widzenia najbardziej istotny jest ten ostatni przypadek, gdyz zadaniem
konstruktora jest zaprojektowanie do okreslonego celu odpowiedniego laminatu z warstw, rzadko
natomiast zajmuje sie on doborem skfadu samej warstwy, co jest domeng inzynierii materiatowej i
technologii i w zasadzie jest zadaniem dla producentéw materiatéw kompozytowych.

W tym rozdziale przedstawione bedg podstawowe koncepcje odnoszace sie do analizy
wytrzymatosciowej warstwy, a nastepnie na tej podstawie oméwione bedg podstawowe zagadnienia
dotyczace wytrzymatosci laminatow warstwowych.

6.1. Nosnos¢ warstwy ortotropowej, jednokierunkowo zbrojonej

Okreslenie  nosnosci  warstwy  ortotropowej  jednokierunkowo  zbrojonej (kompozytu
jednokierunkowego) jest pojeciowo znacznie bardziej ztozone niz dla materiatu izotropowego. W tym
ostatnim, powszechnie uzywanymi narzedziami sg réznorakie hipotezy wytezeniowe, z ktérych
wiekszos¢ zdefiniowana jest poprzez naprezenia lub odksztatcenia gtéwne, badz ich niezmienniki. W
tle takiego podejscia stoi zawsze wspotosiowose tensorow naprezenia i odksztatcenia. W przypadku
materiatow anizotropowych, a w szczegdlnosci ortotropowych takie podejscie jest bezuzyteczne, gdyz
kierunki gtdbwne obu tensoréw sg rézne. Innym waznym czynnikiem réznigcym pod wzgledem analizy
wytrzymatosciowej materiaty anizotropowe od izotropowych jest, ze w tych ostatnich w celu okreslenia
standéw bezpiecznych w oparciu o wiekszos¢ kryteriow wytezeniowych, wystarczy znaé wartosé
pewnej umownej granicy niebezpiecznej naprezen, wyznaczanej z testu jednoosiowego rozciggania.
W przeciwienstwie do tego w przypadku np. warstwy kompozytowej jednokierunkowo zbrojonej
widknami, granice niebezpieczne naprezen przy rozcigganiu wzdtuz kierunku wiékien i w kierunku do
nich prostopadtym sg zasadniczo rézne. Podobna sytuacja ma miejsce dla sciskania. Dochodzi do
tego jeszcze granica naprezen niebezpiecznych przy scinaniu. Tak wiec w miejsce jednej granicy
niebezpiecznej, jak w przypadku materiatéw izotropowych, mamy pie¢ réznych charakterystyk
wytrzymatosciowych, a mianowicie

. Xt (014 - wytrzymatos¢ warstwy na rozcigganie w kierunku widkien (ang. longitudinal tensile
strength ),
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. X: (o01c) - wytrzymatos¢ warstwy na Sciskanie w kierunku widkien (ang. longitudinal
compressive strength ),

. Yt (or1) - wytrzymatos¢ warstwy na rozcigganie w kierunku poprzecznym do widkien (ang.
transverse tensile strength ),

. Y. (o71c) - wytrzymatos¢ warstwy na $Sciskanie w kierunku poprzecznym do widkien ( ang.
tfransverse compressive strength )

. S (7. 7) - wytrzymatos¢ warstwy na $cinanie w ptaszczyznie gtéwnych osi materiatowych (1,2)
(ang. longitudinal shear strength lub krétko shear strength

Powyzej podano podwdjng symbolike stosowang przez réznych autoréw. W niniejszym skrypcie
stosowane bedg pierwsze oznaczenia .

Mozna réwniez podawac jako charakterystyki wytrzymatosciowe zamiast naprezen granicznych

odksztatcenia graniczne (niszczace) (ang. ultimate strains) &4, &¢, €1t €Tc, )T, Ktorych okreslenia
wynikajg wprost z tych dla naprezen granicznych.

Wartosci naprezen i odksztatcen granicznych dla niektérych kompozytéw podane sg w tabeli 6.1.

Niezaleznie od typu kompozytu jednokierunkowego, widoczne jest, ze jego wytrzymatosci
poprzeczne (w kierunku poprzecznym do widkien) sg wielokrotnie mniejsze od wytrzymatosci
podtuznych (w kierunku wtdkien). Wynika to wprost z charakterystyk wytrzymatosciowych skfadnikow
kompozytu, tzn. widkien i matrycy (patrz - rozdz.1, tab. 1.1, 1.3) oraz ich roli w kompozycie. W
przenoszeniu obcigzenia podtuznego podstawowg role petnig wtdkna, a te majg w poréwnaniu z
matrycg wytrzymatos¢é na rozciaganie o 2 rzedy wielkosci wieksza, co bezposrednio rzutuje na
podtuzng wytrzymatos¢ kompozytu. Z kolei w kierunku poprzecznym podstawowe znaczenie dla
zachowania sie kompozytu ma matryca, charakteryzujgca sie niskg wytrzymatoscig. Tak wiec i
kompozyt w kierunku poprzecznym musi by¢ mato wytrzymaty. Analogiczny wniosek mozna wysnu¢ w
stosunku do wytrzymatosci na $cinanie, réwniez wielokrotnie mniejszej od podtuznej, gdyz przy
obcigzeniu Scinajgcym gtéwna role takze odgrywa matryca.

KOMPOZYT WYTRZYMALOSC ODKSZTALCENIA NISZCZACE
[MPa] [%]
MATERIAL Vf X; t X, c Yt YC S &Lt Ele ETt ETer NT

T300/5208 (Wokna | 70 || 1500 1500 40 246 68 | 124 123 039 241 142
weglowe / epoksyd)

Scotch ply 1002 (W | 645 | 1062 610 31 118 72 | 236 136 026 098 1.31
szklane E / epoksyd)

boron / epoksyd 0.50 | 1260 2500 61 202 67 060 119 032 1.06 1.40
kevlar 49 / epoksyd 0.60 || 1400 235 12 53 34 184 031 022 09 1.62

Tabela 6.1. Charakterystyki wytrzymatosciowe dla kompozytéw jednokierunkowych

Kluczowym pytaniem w analizie wytrzymatosciowej kompozytu jednokierunkowo zbrojonego (warstwy
lub zbioru warstw jednakowo zorientowanych) jest pytanie - jak w oparciu o podanych pie¢
charakterystyk wytrzymatosciowych okresli¢ nosnos¢ warstwy, w ktérej wystepuje wieloosiowy stan
naprezenia w uktadzie wspétrzednych okreslonym przez gtéwne osie materiatowe. Podkresimy to
wyraznie - w analizie wytrzymato$ciowej jest nim zawsze wtasnie ukfad osi gtdwnych, co wigze sie
wprost ze znajomoscig charakterystyk wytrzymatosciowych wytgcznie w tym ukfadzie.

Zwro¢my uwage na to, ze wieloosiowos¢ stanu naprezenia nie musi by¢é w przypadku warstwy
ortotropowej wywotana dziataniem obcigzenia ztozonego. Wystarcza, aby jej obcigzenie stanowito np.
obcigzenie jednokierunkowe, ale dziatajgce wzdtuz kierunku nie pokrywajgcego sie z Zzadng z
gtéwnych osi materiatowych. Pokazano to na rys. 6.1.
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y/2

o
\ 1 Rys. 6.1

W ukt. (x, y) jedyna niezerowg sktadowg tensora naprezenia jest oczywiscie oy , ale przechodzac do
ukt. gtoéwnych osi materiatowych (1, 2) poprzez ujemna transformacje tensora naprezenia otrzymamy
tensor, ktérego wszystkie trzy sktadowe sg niezerowe, a ich warto$ci zalezg od kata a. Nie wnikajac w
kryteria wytrzymato$ciowe dla ztozonych stanéw naprezenia, nie trudno sobie wyobrazi¢, ze przy tym
samym co do wartosci obcigzeniu, dla pewnych katéw o warstwa moze ulec zniszczeniu, a dla innych
nie. Tak wiec nalezy podkresli¢, iz wytrzymatos¢ warstwy zalezy od orientacji naprezen w niej
wystepujacych (czy tez orientacji obcigzenia). Jest to efekt, ktéry nie wystepuje w materiatach
izotropowych.

Wréémy do zasadniczego problemu tzn. kryteridw wytrzymatosciowych dla wieloosiowego stanu
naprezenia w warstwie. Podobnie jak w przypadku znanych z analizy materiatéw izotropowych
hipotez wytezeniowych, tak i w przypadku kompozytdw zadne z nich nie ma uzasadnienia
teoretycznego. Wszystkie wynikajg z obserwacji doswiadczalnych i jako takie mogg by¢ nazwane
kryteriami empirycznymi. Biorac pod uwage roéznorodnos¢ materiatdw kompozytowych i wrecz
nieograniczong swobode w doborze ich konfiguracji trudno oczekiwaé uniwersalnosci tych kryteriow i
precyzji wynikdw uzyskiwanych na ich podstawie w kazdym przypadku. Podobne zastrzezenie mozna
jednak zgtosi¢ takze i pod adresem hipotez wytezeniowych dla izotropii, a przeciez sg one
powszechnie stosowane i akceptowane.

Podstawowe kryteria wytrzymatosciowe (zwane czasami kryteriami dwuosiowymi, ze wzgledu na to,
ze dotyczg standéw dwuosiowych naprezenia) w kolejnosci odpowiadajacej czestosci ich stosowania w
projektowaniu (klasyfikacja ta pokrywa sie z podziatem wedle prostoty kryterium) to :

. kryterium maksymalnego naprezenia,

. kryterium maksymalnego odksztatcenia,
. kryterium Azzi'ego - Tsai'a - Hill'a,

. kryterium Tsai'a - Wu.

Wszystkie te kryteria, jakkolwiek rézne, majg te ceche wspdlng, ze sg kryteriami "makroskopowymi",
nie uwzgledniajgcymi zadnych mechanizméw mikrouszkodzernh wewnatrz kompozytu, tak wiec
poziomem obserwacji przez nie wykorzystywanym jest warstwa, a nie jej sktadniki i ich mozliwe
réznorakie uszkodzenia prowadzace do zniszczenia warstwy.

W dalszej czesci rozdziatu przedstawione beda wymienione kryteria. Poréwnanie wynikow
uzyskanych na ich podstawie czytelnik znajdzie w pkt. 6.3 "Przyktady", przykt. 1.

6.1.1. Kryterium naprezenia maksymalnego

Kryterium naprezenia maksymalnego mowi, ze warunkiem stanu bezpiecznego kompozytu
jednokierunkowego jest, aby naprezenia normalne oy i op oraz naprezenie styczne op nie
przekraczaty wartosci wytrzymatosci odpowiadajgcych ich kierunkom. Formalny zapis tego kryterium
ma zatem postaé

—XCSO'1SXt (61)
_YC < (o} < Yt (62)
o4/ < S 63)

W wypadku, gdy ktérykolwiek z warunkéw (6.1) - (6.3) nie jest spetniony to w mysl kryterium
naprezenia maksymalnego uwaza sie, ze materiat ulega zniszczeniu w wyniku mechanizmu
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zniszczenia zwigzanego z naprezeniami normalnymi lub stycznym. Tak wiec pozwala ono na
identyfikacje sposobu zniszczenia kompozytu. Jego wadg jest natomiast to, ze nie uwzglednia ono
sprzezenia miedzy tymi mechanizmami. W istocie zatem powinno sie méwié¢ o trzech oddzielnych i nie
zwigzanych ze sobg sub-kryteriach.

Krytyczny czytelnik zauwazy z pewnoscia, ze "filozofia" kryterium maksymalnego naprezenia ma swe
zrodto w znanej z analizy wytezeniowej materiatdw izotropowych hipotezie Galileusza -
maksymalnych naprezenh gtéwnych.

W celu ilustracji omawianego kryterium przeanalizujmy przypadek obcigzenia w postaci
jednoosiowego rozciggania pokazany na rys. 6.1. Obcigzenie to w ukt. (X, y) wywotuje stan
naprezenia o jedynej skladowej niezerowej oy. Wykorzystujgc ujemng transformacje tensora
naprezenia do ukt. (1, 2) ( rownanie (3.4)) otrzymujemy tensor w postaci

2
o4 0,C08° a

oyr=4 oysin’a (6.4)
g —ocosasina

Stosujac kryterium naprezenia maksymalnego (6.1), (6.2) i (6.3) otrzymujemy odpowiednio

(6.5)

cosasina

W uktadzie wspéirzednych (i, ) otrzymujemy zatem trzy krzywe. Wytrzymatos¢ dla analizowanego
obcigzenia otrzymujemy jako linie powstatg z czesci tych krzywych. Pokazano to schematycznie na
rys. 6.2. Krzywa oznaczona na rys. 6.2. jako "1" odpowiada zniszczeniu wskutek przekroczenia
wytrzymatosci na rozcigganie podiuzne X; , krzywa "2" - zniszczeniu w wyniku przekroczenia
wytrzymatosci na $cinanie S, zas krzywa "3" - wytrzymatos$ci na rozcigganie poprzeczne Y;

Oy /

Rys. 6.2. Schematyczny obraz kryterium naprezenia maksymailnego.

Dane doswiadczalne w wielu wypadkach odbiegajg od przewidywan teoretycznych wynikajgcych z
omawianego kryterium, szczegdlnie dla kompozytéw typu widkno szklane/epoksyd. Niezaleznie od
rodzaju kompozytu nie obserwuje sie wzrostu wytrzymatosci kompozytu w stosunku do wytrzymatosci
na rozcigganie podtuzne X; dla matych katéw « , na co wskazywataby krzywa "1", jak rowniez
punktéw nieciggtosci na krzywej (oy, @), widocznych na rys. 6.2.
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6.1.2. Kryterium odksztaicenia maksymalnego

Kryterium odksztatcenia maksymalnego jest koncepcyjnie bardzo zblizone do kryterium naprezenia
maksymalnego. Réznica miedzy nimi polega jedynie na tym, ze warunki graniczne natozone sg nie na
naprezenia, jak w przypadku tego ostatniego, ale na odksztatcenia. Majg one nastepujace postaci

—&lc §€1S8Lt (66)
—&7¢ 382 Sng‘ (67)
“96‘ <rLT (6.8)

Odksztatcenia wykorzystywane w tym kryterium musza by¢é wyrazone w ukfadzie gtéwnych osi
materiatowych.

Graniczne wartosci odksztatcen, w przypadku liniowej teorii sprezystosci moga by¢ wyznaczone z
odpowiadajgcych im naprezeniowych charakterystyk wytrzymatosciowych ze zwigzkoéw

X, X, .

th_E1 SLC_E1 (6.9)

Yi Yo 6.10

th—E2 ch_E2 (6.10)
S

iy = (6.11)
G12

Wartosci odksztatceh granicznych mozna tez wzig¢ bezposrednio z badan doswiadczalnych.

Dla zilustrowania kryterium odksztatcenia maksymalnego postuzymy sie tym samym przyktadem co
poprzednio. Odksztatcenia w osiach materialowych wyznaczamy ze zwigzku fizycznego dla
konfiguracji osiowej (réw. (2.18)) w postaci

1
&4 ZE(U1 —V120'2) (612)
1
1
e2=p (02 -v2r01) (6.13)
2
€6 ZLO'G (614)
G12

Wstawiajgc naprezenia o1, oo i og z réw. (6.4) - kryteria (6.6), (6.7) i (6.8), po wykorzystaniu zwigzkéw
(6.9) - (6.11) dajg odpowiednio

X

cos? a —vq,sin® a

Oy <

Yi

sin? o — v210032 a

o, < (6.15)

S

oy <—r
cosasina

Krzywa wytrzymatosci kompozytu w ukt. (oy, «) sktada sie, podobnie jak to miato miejsce w kryterium
naprezenia maksymalnego, z trzech linii okreslonych zwigzkami (6.15). Wszystkie wady i zalety
kryterium naprezeniowego odnoszg sie w réwnym stopniu do kryterium odksztatcenia maksymalnego.
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Bez trudu takze mozna wskazac jego "protoplaste" wsrdéd izotropowych hipotez wytezeniowych, a
mianowicie hipoteze de Saint-Venanta - maksymalnych odksztatcen gtéwnych.

6.1.3. Kryterium Azzi'ego - Tsai'a - Hill'a

Kryterium Azzi'ego - Tsai'a - Hill'a (A-T-H) nalezy do grupy kryteriow empirycznych uwzgledniajacych
sprzezenie miedzy réznymi mechanizmami zniszczenia kompozytu, wyrazone w postaci jawnej
poprzez zaleznosc¢ kryterium wytrzymatosciowego od wszystkich sktadowych stanu naprezenia.

Warunek plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky'ego zostat uogélniony na materiaty ortotropowe przez
Hill'a w 1950 roku. Uogdlnienie to ma postaé

(G+H)o? +(F+H)ol +(F+G)o5 —2Ho,0, —-2Go 05 —2Fc,05 +

+2L72, +2Mz2, + 2N72, =1 (6.16)

Warunek plastycznosci zostat jednoczesnie uznany za kryterium wytrzymatosciowe dla kompozytu,
tak wiec de facto zaktada sie, ze o wytrzymatosci kompozytu decyduje osiggniecie granicznego stanu
liniowo sprezystego. Parametry F, G, H, L, M, N, zwigzane z plastycznym zachowaniem kompozytu
zostaty zastgpione standardowymi charakterystykami wytrzymatosciowymi X, Y, S, bez uwzglednienia
réznic w ich warto$ciach dla rozciggania i $ciskania.

Rozpatrujgc jednoosiowe przypadki stanu naprezenia -Tsai uzyskat zwigzki miedzy parametrami F, G,

H, L, M, N i charakterystykami wytrzymatosciowymi X, Y, S. Rozumowanie Tsai'a przedstawiono

ponizej

¢ jezeli jedyng skladowg stanu naprezenia jest o7, 0 maksymalnej dopuszczalnej wielkosci o4=X, z
(6.16) wynika zaleznos¢

G+H=1/Xx? (6.17)

¢ jezeli jedyng skltadowa stanu naprezenia jest o, 0 maksymalnej dopuszczalnej wielkosci o>=Y , z
(6.16) wynika zaleznos¢

F+H=1/Y? (6.18)

¢ jezeli jedyng sktadowg stanu naprezenia jest o3, 0 maksymalnej dopuszczalnej wielkosci 03=7, z
(6.16) wynika zalezno$¢

F+G=1/Z2 (6.19)

¢ jezeli jedyng sktadowg stanu naprezenia jest o5, 0 maksymalnej dopuszczalnej wielkosci 05=S , z
(6.16) wynika zaleznos¢

2N =1/8? (6.20)
Rozwigzujac uktad rownan (6.17) - (6.19) otrzymujemy
2F = _X12 + y12 + 212
2G =X12_Y12+Z12 (6.21)

W warunkach ptaskiego stanu naprezenia w ptaszczyznie (1, 2) kompozytu - rys. 6.3 - zachodza
warunki

T13 =73 =03 =0 (6.22)
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Rys. 6.3.

Z symetrii wtasnosci mechanicznych kompozytu w ptaszczyznie jego przekroju poprzecznego (2, 3)
(ptaszczyzna poprzecznie izotropowa) wynika, ze wytrzymatosci w kierunku osi 2 i 3 muszg byc takie
same, tzn.

Y=7 (6.23)

Kryterium (6.16) po wykorzystaniu zwigzkéw (6.20) i (6.21) oraz zalezno$ci (6.23), przyjmuje dla
ptaskiego stanu naprezenia postac

2 2 2
04 O, 010, Og

X2 Tve T xt Ts?

Azzi i Tsai wykazali, ze kryterium w postaci (6.24) zachowuje waznosc¢ réwniez wéwczas, gdy materiat
kompozytowy ma rézne charakterystyki wytrzymatosSciowe na rozcigganie i Sciskanie. Modyfikacja
kryterium polega woéwczas na wstawieniu w miejsce X i (lub) Y - w zaleznosci od znaku naprezen 4, »
- wartosci wytrzymatosci na rozcigganie X;, Y lub na Sciskanie X, Y.. Sposéb wyboru odpowiedniej
charakterystyki wytrzymatosciowej w zaleznosci od znaku naprezeh normalnych pokazany jest na rys.
6.4. Kryterium, z tak pomyslanymi modyfikacjami nazywane jest w literaturze kryterium Azzi'ego -
Tsai'a - Hill'a, bgdz Tsai'a - Hill'a.

=1 (6.24)

W celu ilustracji tego kryterium, postuzymy sie ponownie przyktadem kompozytu obcigzonego nie
osiowo, analizowanym przy dwu poprzednich kryteriach. Wstawiajgc do kryterium A-T-H naprezenia
okreslone przez (6.4), otrzymamy réwnanie linii, okreslajgcej wytrzymatos¢ o, w zaleznosci od kata ,
pod jakim dziata obcigzenie. Ma ono postac

1

4 . 4
cos” a 1 1 ) sin” «
oy = S+ =5 ——5 |cos® asin® a+=— (6.25)
X; S? X Y,
G,
+v,
X, X,
| | o,
.o >0 = X=X,
ty, 0,<0 = Y= YC

Rys. 6.4. Sposob wyboru charakterystyk wytrzymatosciowych w kryterium
Azzi'ego-Tsai'a-Hill'a w zaleznoéci od znaku naprezerh normalnych.

Przewaga kryterium A-T-H nad kryteriami naprezenia i odksztatcenia maksymalnego przejawia sie
tym, ze :

+ pozostaje w lepszej zgodnosci z wynikami doswiadczalnymi,

+ uwzglednia interakcje skladowych stanu naprezenia,

¢ jego obrazem jest jedna gtadka krzywa, a nie tréjodcinkowa krzywa z punktami nieciagtosci.
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6.1.4. Kryterium Tsai'a - Wu.

U podstaw tego kryterium lezato dgzenie do jak najlepszego dopasowania teoretycznych krzywych
zniszczenia do wynikéw doswiadczalnych. Jest to wiec kolejne kryterium empiryczne. Tsai i Wu
zaproponowali w 1971 roku nowe charakterystyki wytrzymatosciowe zwigzane gtéwnie ze
wspotzaleznosciami naprezen w wieloosiowych stanach naprezenia w formie tzw. tensoréw
wytrzymatosci - rzgdu Il Fji rzedu IV Fjy .

W notacji zwezonej (zapis Voigta) kryterium Tsai'a-Wu opisujace powierzchnie zniszczenia w
przestrzeni naprezen ma postaé

FiO'I'+FU'O'I'Uj:1i,j:1,2....6 (626)
W ptaskim stanie naprezenia w kompozycie ortotropowym (6.26) redukuje sie do postaci
F10'1 +F20'2 +F666 +F11O'12+F220'§+F6605+2F1201O'2 =1 (627)

W przypadku ptaskim wszystkie wystepujace w (6.27) elementy tensoréw wytrzymatosci, z wyjatkiem
F12, mozna wyznaczy¢ w probach jednoosiowego rozciggania i $ciskania oraz probie Scinania.

¢+ Jednoosiowe rozciaganie i $ciskanie w kierunku osi 1

Wytrzymato$s¢ kompozytu na rozcigganie podiuzne wynosi X; zas na Sciskanie X,. W stanie
granicznym, z réw. (6.27) otrzymujemy dla rozciggania i $ciskania odpowiednio”)

FiX¢+FyXi=1 (6.28)

FK—XCP4%K—XCF=7 (6.29)

W wyniku rozwigzania uktadu réwnan (6.28), (6.29) otrzymujemy F4i F44 w postaci

Foo ! [ (6.30)
Xc Xt Xt Xc

¢+ Jednoosiowe rozciaganie i $ciskanie w kierunku osi 2

Procedura odnoszaca si¢ do rozciggania i Sciskania w kierunku poprzecznym do widkien, w petni
analogiczna do tej przedstawionej powyzej, prowadzi do nastepujacych postaci skladowych Fo i Fyo )

1 1 1

o1 1 6.31
Y.Y, 27y, Ty, (©31)

Fao =

+ Scinanie w plaszczyznie (1, 2)

Wytrzymatos¢ na $cinanie w gtdwnych osiach materiatowych (1, 2) nie zalezy od zwrotu naprezen
Scinajacych. Bez wzgledu na to czy dziatajg one tak, jak pokazano na rys. 6.5a, czy na rys. 6.5b
zniszczenie kompozytu nastgpi przy tej samej wielkosci naprezen $cinajacych, ktérych graniczna
wartos¢ wynosi S.

2 2
S | | -s
° ; { -
1 -s 1
S b
S -S

Rys. 6.5. Naprezenia Scinajace w osiach materialowych kompozytu.

W czesci literatury cztony zawierajace wytrzymato$s na $ciskanie Xg, Y, wystepuja z przeciwnymi znakami.
Wynika to stad, ze X i Y. jako graniczne wartos$ci naprezen sSciskajacych uwazane sg za liczby ujemne. W tym
skrypcie X; i Y uwaza sie za dodatnie state materialowe. Chcac zatem uwzglednis to, ze odpowiadajg one
ujemnym naprezeniom $ciskajagcym, poprzedzone sg w odpowiednich réwnaniach znakiem "-".
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Konsekwencjg tego faktu jest, ze muszg zachodzi¢ nastepujace zwigzki, wynikajace z (6.27)

F63+F6682:1 (632)

Fg(-S) + Fgg(-S)?=1 (6.33)

Ukfad réwnan (6.32), (6.33) spetniony jest wowczas, gdy sktadowe Fg i Fgg tensorow wytrzymatosci
wynoszg

Fes =1/S2 F s=0 (6.34)

Wykazalismy zatem, ze skladowe F4, Fo, Fq14, Foo i Fgg wyrazajg sie poprzez standardowe
charakterystyki wytrzymatosciowe, a Fg musi sie zerowac. Do petnego opisu tensoréw wytrzymatosci
brakuje jedynie skfadowej F;o . Zwigzana jest ona z interakcjg naprezen normalnych o7 i oo. Jej
wyznaczenie mozliwe jest w zasadzie jedynie w tescie dwuosiowym, o programie obcigzenia np. o7 =
oy = o. Dla takiego obcigzenia kryterium Tsai'a-Wu przyjmuje postaé

(F1+F2)O' + (F11+F22+2F12)O'2=1 (635)
Po przeksztatceniu otrzymujemy
1| 1 (F1+F2)
Fo=—|—-——""—-\F4+F 6.36
1255 2 > ( 11 22) (6.36)

Wida¢ zatem, Zze do wyznaczenia skladowej F;o nie wystarcza znajomos¢ standardowych
charakterystyk wytrzymato$ciowych, ale nalezy dodatkowo okreslic doswiadczalnie wartosé
obcigzenia o, przy ktérym kompozyt ulega zniszczeniu.

W przypadku braku danych doswiadczalnych dotyczacych sktadowej Fio , mozna skorzysta¢ z
nastepujgcego rownania

F12=—A F11F22/2 (637)

W przypadku kompozytu obcigzonego jednokierunkowym obcigzeniem nieosiowym (przyktad ten
analizowany byt we wszystkich przedstawionych dotad kryteriach wytrzymatosciowych), kryterium
Tsai'a-Wu przybiera postac

oy (F, cos? a + F,sin? a)+ o2 [F”cos" o +Fapsin® o+ (Fggs + 2F;, Jsin? accos? a]: 1 (6.38)
Roéwnanie (6.38) bedzie wykorzystane w przyktadzie 1 w pkt. 6.3 - "Przyktady".

6.2. Wytrzymatos¢ warstwowych laminatow kompozytowych

W pkt. 6.1 omdéwione zostaty kryteria wytrzymato$ciowe dla warstwy kompozytowej jednokierunkowo
zbrojonej witdknami. Podano takze parametry wytrzymato$ciowe dla warstwy - naprezeniowe i
odksztatceniowe charakterystyki wytrzymato$ciowe oraz tensory wytrzymato$ci. Procedura okreslenia
nosnosci tzn. obcigzenia zewnetrznego jakie jest w stanie przenie$¢ warstwa jest w tym przypadku
jasna i moze by¢ przedstawiona w nastepujacy sposob :

¢ wyznaczy¢ sktadowe stanu naprezenia i odksztatcenia (w przypadku kryterium odksztatcenia
maksymalnego) w funkcji obciazenia zewnetrznego,

¢ wstawi¢ wyznaczone skiadowe do jednego z kryteribw wytrzymatosciowych i okresli¢
poszukiwang nosnosg¢.

W przypadku laminatu, a wiec zbioru warstw, ktére mogg roézni¢ sie miedzy sobg zaréwno
parametrami geometrycznymi jak i materiatowymi sytuacja jest znacznie bardziej ziozona.
Réznorodnos¢ materiatdbw kompozytowych, mnogo$¢ réznych mechanizméw ich zniszczenia,
wzajemne powigzania miedzy nimi, trudno$ci z doswiadczalng weryfikacja kryteriéw
wytrzymatosciowych (duze rozrzuty wynikéw, brak ujednoliconych procedur badawczych,
nieodpowiednie niekiedy techniki eksperymentalne) sprawiajg, ze w chwili obecnej nie istnieje
uniwersalna teoria wytrzymato$ciowa dla laminatéw. Moéwiac inaczej - nie sposéb jest okresli¢ ich
wytrzymato$¢ przyjmujac jako poziom obserwacji laminat jako cato$é. Konieczne jest zejscie na
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poziom poszczegodlnych warstw i dopiero w oparciu o ich wiasnosci wytrzymatosciowe zbudowac
algorytm analizy wytrzymato$ciowej odnoszacy sie do laminatu. To sprawia, ze istnieje w tym zakresie
pewna dowolnos$¢, ktérej odzwierciedleniem jest istnienie réznych metod wyznaczania wytrzymatosci
laminatdw. Analize komplikuje takze fakt, ze wszystkie kryteria dotyczace warstwy bazujg na
wytrzymatosciach okreslonych w jej gtéwnych osiach materiatowych. W analizie laminatu stosuje sie
natomiast dowolnie przyjety globalny uktad odniesienia. Nieograniczone mozliwosci orientacji
poszczegdlnych warstw wzgledem tego uktadu, powodujg ze z reguty mamy do czynienia z wieloscig
ukfadow wspétrzednych, co moze prowadzi¢ do pewnych komplikacji obliczeniowych.

O wytrzymatosci laminatu decydujg nastepujace czynniki

1) charakterystyki wytrzymatosciowe warstwy,

2) charakterystyki sztywnosciowe warstwy

3) charakterystyki temperaturowe (wspotczynniki rozszerzalnosci cieplnej) warstwy,
4) sekwencja utozenia warstw,

5) grubosci warstw.

Znaczenie pierwszego z nich jest oczywiste i nie wymaga komentarza. Czynniki 2), 4) i 5) decydujg o
postaciach macierzy sztywnosci i podatnosci laminatu, niezbednych do okre$lenia naprezen i
odksztatcern warstwowych w laminacie. Te z kolei sg konieczne przy okreslaniu wytrzymatosci
poszczegolnych warstw, a w dalszej kolejnosci rowniez i laminatu.

Osobnego komentarza wymaga czynnik 3). W rozdziale 1, omawiajgc skrétowo proces laminacji na
przykfadzie laminatu wykonanego z tasmy "pre-preg" podano m.in. temperature laminacji, ktéra
wynosita ~120°C. Temperatura pracy laminatu z reguty rézni sie od temperatury laminacji. Wynikajaca
stad roznica temperatur jest zrédtem powstawania naprezen resztkowych (ang. residual stresses),
ktére majg wplyw na wytrzymatos¢ laminatu i powinny byé uwzgledniane w jego catosciowej analizie
wytrzymatosciowej, cho¢ niewatpliwie jg komplikuja.

Wspomniano juz wczesniej, ze u podstaw wyznaczania wytrzymatosci laminatu lezy analiza
wytrzymatosci tworzacych go warstw, a uscislajac to stwierdzenie - analiza naprezen i odksztatcen
warstwowych, ktére wyznacza sie z =zaleznosci wynikajacych z klasycznej teorii laminaciji,
przedstawionej w rozdziale 4. Stosujagc w odniesieniu do kazdej z warstw wybrane kryterium
wytrzymatosciowe mozna okresli¢ wytrzymatos$¢ kazdej z nich, a tym samym znalez¢ warstwe, ktéra
ulegnie zniszczeniu (wedle przyjetego kryterium) jako pierwsza. Mozna zatem wyznaczy¢ takze
obcigzenie, przy ktérym nastgpi zniszczenie tej warstwy. Nosi ono nazwe obcigzenia niszczacego
pierwszg warstwe (w literaturze anglosaskiej ogodlnie przyjetym okresleniem jest First Ply Failure
load, przy czym uzywa sie skrotu tego okreslenia - FPF. Cho¢ mozna by sie pokusi¢ o polski
odpowiednik tego okreslenia, bedziemy tu uzywaé skrétu angielskiego).

Z reguly zniszczenie pierwszej warstwy nie oznacza wyczerpania nosnosci laminatu. W wiekszosci
przypadkdw moze on nadal bezpiecznie przenosi¢ obcigzenie, czasem znacznie wieksze niz
obcigzenie odpowiadajace FPF. Zazwyczaj jest tak, ze zniszczeniu ulegajg kolejne warstwy, a laminat
jako catos¢ nadal moze przejmowaé zwiekszone obcigzenie i dopiero zniszczenie ostatniej warstwy
jest rownoznaczne z wyczerpaniem jego nosnosci. Obcigzenie, przy ktérym to nastepuje nosi nazwe
obcigzenia niszczacego ostatnig warstwe (w literaturze anglosaskiej ogolnie przyjetym okresleniem
jest Last Ply Failure load, przy czym uzywa sie skrétu tego okreslenia - LPF . Rowniez my bedziemy
uzywac skrétu angielskiego, rezygnujac z poszukiwania polskiego odpowiednika).

W analizie wytrzymatosciowej laminatu bazujacej na koncepcji LPF musi by¢ rozpatrywane
zachowanie wszystkich warstw, prowadzace do wykluczania z laminatu kolejno niszczacych sie
warstw. Tak wiec mamy tu do czynienia z zadaniem, w ktérym konieczne jest wielokrotne jego
"redefiniowanie". Stosowane sg dwa podejscia do uwzgledniania wptywu zniszczonej warstwy na
wiasnosci wytrzymatosciowe laminatu. Pierwsze z nich polega na catkowitym wykluczeniu zniszczonej
warstwy z laminatu, tzn. przyjeciu, ze wszystkie jej sztywnosci sg zerowe (w literaturze ang. podejscie
to nosi nazwe total ply discount approach). Drugie podejscie, obliczeniowo bardziej pracochtonne,
uwzglednia mechanizm, zgodnie z ktérym nastepuje zniszczenie danej warstwy i wyklucza sie jedynie
te sposrdd jej charakterystyk sztywnosciowych, ktére zwigzane sg z danym mechanizmem. Takie
podejscie sprowadza sie zatem do czesciowego wykluczenia warstwy uszkodzonej z dalszej analizy
(ang. partial ply discount approach). Jezeli mechanizm zniszczenia zwigzany jest z uszkodzeniem
matrycy, to przyjmuje sie jako zerowy tylko poprzeczny modut sprezystosci i modut Scinania,
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zachowujgc niezmieniong warto$¢ podtuznego modutu sprezystosci warstwy. W przypadku, gdy
mechanizm zniszczenia zwigzany jest ze zniszczeniem widkien, wowczas wszystkie sztywnosci
przyjmuje sie jako zerowe (w tym wypadku znika réznica miedzy metodg czesciowej i catkowitej
eliminacji warstwy).

Dalsza analiza wytrzymatosci, bez wzgledu na to, ktéry sposob eliminacji warstwy zostat
zastosowany, przebiega w ten sposob, ze nalezy wyznaczy¢ dla "nowego" laminatu macierze
sztywnos$ci, a nastepnie dokona¢ sprawdzenia czy pozostate nieuszkodzone warstwy "nowego"
laminatu moga bezpiecznie przenies¢ obcigzenie, przy ktérym nastgpito zniszczenie warstwy
analizowanej jako ostatnia. Jezeli tak jest to oznacza to, ze laminat jest w stanie przeja¢ zwiekszone
obcigzenie - calg procedure wyznaczania jego wytrzymatosci nalezy zacza¢ od poczatku. W
przeciwnym przypadku mamy do czynienia z ostatecznym zniszczeniem laminatu, a obcigzeniem
niszczacym, odpowiadajgcym LPF, jest obcigzenie niszczace warstwe analizowang jako ostatnia.
Opisang powyzej procedure przedstawiono w formie schematu blokowego na rys. 6.6.
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Charakterystyki materiatowe
Konfiguracja laminatu
Obcigzenia

l

Wyznacz macierze sztywnosci

A

[Al [B] [D]

|

Oblicz odksztatcenia laminatu
w ukfadzie globalnym (x, y) - 2

& & Jxy

|

Oblicz naprezenia warstwowe

Ox Oy Ty

!

Oblicz naprezenia warstwowe Zwigksz obciagzenie

w uktadzie lokalnym warstwy(17, 2) A
O1 O2 Og

|

Zastosuj kryterium
wytrzymatosciowe dla warstwy

!

Czy warstwa ] NIE
ulega uszkodzeniu ? J

TAK

v

y—( Metoda FPF ? | Metoda LPF ? )—'

v

Obcigzenie niszczace TAK Czy ostatnia warstwa ]

6wne obcigzeniu przytozonemu ulegta uszkodzeniu ?

| } NIE

Uaktualnij macierz sztywnosci
warstwy (metoda 1 lub 2)

Zakoncz obliczenia

1) wyzeruj wszystkie sktadowe
2) wyzeruj odpowiednie sktadowe

Rys. 6.6. Algorytm analizy wytrzymatosciowej warstwowego laminatu kompozytowego.
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6.3. Przykiady
¢ Przykiad 1

2 Oy

1

\ W oparciu o kryteria: naprezenia maksymalnego, odksztatcenia
maksymalnego, Azzi-Tsai'a-Hill'a i Tsai'a-Wu, wyznaczy¢
X wytrzymato$¢ na rozcigganie oy , nieosiowo obcigzonego
kompozytu Torayca T 300/ Vicotex 174B (widkna weglowe/
epoksyd, dla ktérego charakterystyki wytrzymatosciowe

A przyjmujg wartosci: X; = 1531 MPa, X, = 1390 MPa, Y; = 41
ﬂ MPa, Y., = 145 MPa, S = 98 MPa.

Ox

Wyniki przedstawi¢ na wykresach oy = oy(a).

o Kryterium naprezenia maksymalnego

Krzywg wytrzymatosci kompozytu przy nieosiowym rozcigganiu otrzymujemy korzystajac z rébwnania
(6.5) i podanych wartosci charakterystyk wytrzymatosciowych (w gtéwnych osiach materiatowych).
Przedstawiono jg na rys. 6.7.
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Wytrzymatos$¢é na rozcigganie Sigma x
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Rys. 6.7. Krzywa wytrzymatosci kompozytu przy nieosiowym rozcigganiu wg kryterium
naprezenia maksymalnego

W wykresu wynika, ze dla bardzo matych katéw (0°-3.5°) zniszczenie kompozytu zwigzane jest z
przekroczeniem jego wytrzymatosci podtuznej, dla katdw w przedziale (3.5°-22°) mechanizm
Zniszczenia zwigzany jest z przekroczeniem wytrzymatosci na $cinanie. Dla katow wiekszych niz 22°,
a zatem w zdecydowanie najwiekszym zakresie katéw miedzy kierunkiem obcigzenia i kierunkiem
widkien, o zniszczeniu kompozytu decyduje wytrzymatos$¢ na poprzeczne rozcigganie.

o Kryterium odksztatcenia maksymalnego

W celu uzyskania krzywej wytrzymatosci kompozytu w oparciu o kryterium odksztatcenia
maksymalnego wykorzystamy zwigzek (6.15). Konieczna jest w tym wypadku znajomo$é nie tylko
osiowych charakterystyk wytrzymatosciowych, ale réwniez charakterystyk sztywnosciowych tzn.
osiowych statych inzynierskich. Dla materiatu Torayca T300/Vicotex 174B przyjmujg one nastepujace
wartosci : E4 = 137 GPa, E» = 10 GPa, vy = 0.3. Mniejszy wspoétczynnik Poissona vy wynika z
zaleznosci voq1 = (E2/E¢) v12 i wynosi voq = 0.0219. Otrzymang krzywa przedstawiono na rys. 6.8.
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Rys. 6.8. Krzywa wytrzymatosci kompozytu przy nieosiowym rozcigganiu wg kryterium
odksztatcenia maksymalnego

Poréwnujac krzywe uzyskane z kryterium maksymalnego naprezenia (rys. 6.7) i odksztatcenia (rys.
6.8) trudno dostrzec wieksze roznice. Zmieniajg sie nieco jedynie graniczne wartosci katow,
okreslajacych typy zniszczenia. Sg one w przypadku kryterium odksztatcenia maksymalnego
nieznacznie wieksze (kat rozgraniczajacy zniszczenie podtuzne od $cinajacego wynosi ok. 3.6°, zas
$cinajace od poprzecznego 25°).

e Kryterium Azzi'ego-Tsai'a-Hill'a, kryterium Tsai'a-Wu

Krzywg wytrzymatosci wg kryterium A-T-H otrzymujemy z réwnania (6.25), zas wg kryterium
tensorowego Tsai'a-Wu z réwnania kwadratowego (6.38). Warto§¢ wspotczynnika F7, obliczono ze
zwigzku (6.37). Obie krzywe pokazano na rys. 6.9. Réznice miedzy wynikami otrzymanymi z
kryteriow A-T-H i T-W sg tak mate, ze w przyjetej na wykresie skali sg wrecz niewidoczne.
Dopiero powiekszenie wykresow w przedziale katow, w ktérym roznice sg najwieksze pozwala
stwierdzi¢ ich istnienie.

e Podsumowanie

Przedstawione rezultaty dotyczace wytrzymato$ci kompozytu, uzyskane z réznych kryteriow
wytrzymatosciowych $wiadczg, ze nie ma miedzy nimi zasadniczych réznic. S one najwieksze w
przedziale katéw, dla ktérego kryteria odksztatcenia i naprezenia maksymalnego prognozujg
zniszczenie kompozytu typu scinajgcego. Dane doswiadczalne Swiadczg, ze wtasnie w tym przedziale
najlepsza zgodnos¢ z eksperymentem wykazujg kryteria A-T-H i T-W. Konfrontacja tego
spostrzezenia z rys. 6.10, na ktérym przedstawiono krzywe wytrzymatosci wg wszystkich kryteriéw,
pozwala stwierdzi¢, ze korzystajgc z kryterium maksymalnego naprezenia i odksztatcenia nalezy sie
liczy¢ z tym, iz otrzymana z nich teoretyczna wytrzymatos¢ kompozytu moze by¢ zawyzona w
stosunku do wytrzymatosci rzeczywistej.

Pewng wadg kryteriéw A-T-H i T-W jest to, ze w przeciwienstwie do dwu pozostatych, nie pozwalajg
one na identyfikacje mechanizmu zniszczenia, co utrudnia analize wytrzymatosciowg laminatéw, a w
szczegoblnosci ten jej etap, ktéry w algorytmie na rys. 6.6 nazwano "uaktualnieniem macierzy
sztywnos$ci uszkodzonej warstwy".
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Rys. 6.9. Poréwnanie krzywych wytrzymatosci kompozytu przy nieosiowym rozcigganiu
wg kryterium Tsai'a-Wu i Azzi-Tsai'a-Hill'a
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Rys. 6.10. Poroéwnanie krzywych wytrzymatosci kompozytu przy nieosiowym rozcigganiu wg
kryteriow maksymalnego naprezenia i odksztatcenia, Azzi-Tsai'a-Hill'a i Tsai'a-Wu.

¢ Przykiad 2

Okresli¢ warto$¢ obcigzenia N, jakie jest w stanie przenies¢ symetryczny laminat poprzeczny o kodzie
[0, 905]s, poddany rozcigganiu. Laminat wykonano z warstw kompozytu wtdkno weglowe/epoksyd o
nazwie Torayca T300/ Vicotex 174B. Charakterystyki sztywnosciowe, wytrzymatosciowe i termiczne
kompozytu sg nastepujgce: E;=137x103 MPa, E»=10.04x103 MPa, G1,=4.8x103 MPa, v7,=0.3,
v21=0.0219, X; =1531 MPa, X =1390 MPa, Y; =41 MPa, Y.=145 MPa, S=98 MPa,
a1=3.1x107 1/°C, a»=3.1x10° 1/°C. Grubo$é pojedynczej warstwy wynosi t,=1.23x104 m.
Temperatura laminacji wynosita 120°C, za$ temperatura eksploatacji wynosi 20°C. Konfiguracja
laminatu i sposdb jego obcigzenia pokazano na rys 6.11.

Przy rozwigzywaniu tego przyktadu wykorzystamy rozwigzanie przykt. 1 z rozdz. 4 i 5, jednak w celu
ilustracji catej procedury analizy wytrzymato$ciowej laminatu pokazane zostang wszystkie etapy

114



ROZDZIAL 6

prowadzace do koncowego rezultatu, jakim jest wielkos¢ dopuszczalnego obcigzenia laminatu.. Przy
wyznaczaniu wytrzymatosci warstw skorzystamy z kryterium Azzi-Tsai'a-Hill'a.

1 N
warstwa 0°

2
2
y | I V 1
ty |
too t
warstwa 90° tO ............

warstwa 0°

Rys. 6.11. Konfiguracja rozcigganego laminatu [0, 905].
1) Okreslenie macierzy sztywnosci warstwy w giéwnych osiach materiatowych (1, 2)

Zredukowana macierz sztywnosci warstwy [Q], obliczona na podstawie statych inzynierskich ma
postac

137.91 3.03 0
Q]=| 3.03 10.11 0 |x10°[MPa] (6.39)
0 0 4.8

2) Okreslenie transformowanych macierzy sztywnosci warstw w ukladzie odniesienia
(x,y)
Transformowane macierze sztywnosci warstw 0° i 90° w uktadzie odniesienia (x, y) wynikajg wprost z

macierzy zredukowanej i nie zachodzi potrzeba korzystania z pracochtonnych obliczeh wg tabeli 3.2 i
zaleznosci (3.20). Macierze te majg nastepujace sktadowe

. [137.91 303 0 - 1011 3.03 0
@ =| 303 1011 0 |x10®  [Qle =|3.03 137.91 0 [x10°[MPa] (6.40)
0 0 48 0 0 48

3) Wyznaczenie macierzy sztywnosci laminatu

Ze wzgledu na symetrie laminatu macierz [B] sztywnosci sprzezenia stanu tarczowego i gietnego jest
macierzg zerowa. Znajomos¢ macierzy sztywnosci gietnej [D] (okreslonej dla symetrycznego
laminatu poprzecznego réwnaniami (5.61) - (5.63)) nie jest konieczna, gdyz analizowany jest tu
wytgcznie stan tarczowy. Unormowana macierz sztywnosci tarczowej [A]/t dla laminatu [0, 905]g ma
postaé

5271 3.03 0
[Al/t=| 303 9531 0 |x103[MPa] (6.41)
0 0 48

Macierz odwrotna ma sktadowe

190.1 -6.04 0
[A]7t=|-6.04 1051 0 |x107[MPa]~’ (6.42)
0 0  2083.3
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4) Wypadkowe sily termiczne

Wypadkowe sity termiczne powstajagce w laminacie wskutek roznicy temperatury laminacji T, i
eksploatacji T,

AT =T, T, (6.43)
okreslone sg réwnaniem (4.54). Wystepujace w nim macierze pozornych (tzn. podanych w ukt.
odniesienia (x,y)) wspotczynnikow rozszerzalnosci cieplnej, ktére w ogéinym przypadku wyznacza sie
poprzez dodatnig lub ujemng transformacje tensora utworzonego ze wspétczynnikbw aq i a»

podanych w osiach materiatowych, w przypadku laminatu poprzecznego mozna utworzy¢ wprost z
tych wspotczynnikow. Macierze te majg postaci

3.1 310
{a}yp =13101x1077 {atgp =1 3.1x107[1/°C] (6.44)
0 0

Wykorzystujagc macierze (6.40) i (6.44) z roéwnania (4.54) otrzymujemy nastepujace wartosci
wypadkowych sit termicznych

~25.5
{NT }/t =1-19.6 \[MPa] (6.45)
0

5) Naprezenia warstwowe

Naprezenia warstwowe dla dowolnego laminatu symetrycznego opisuje row. (5.13), ktére ma postac

)= ] [Al i)+ @] fAl " T }- ta AT (6.46)
Sity wypadkowe {N} majg dla rozpatrywanego obcigzenia postaé
N, =N
N y = 0 (6.47)
N xy = 0

Korzystajac z podanych uprzednio postaci macierzy wystepujacych w (6.46), otrzymamy po
przeprowadzeniu obliczen, nastepujace wartosci naprezen w warstwach 0° i 90°

Oy 2.6198 -52.13

o, = 0.0315 x’% + 28(.)08 (6.48)
Txy ) go

Ox 0.1904 26.08

o, = —0.%257 x/\% + —1z(1).05 (6.49)
Pxv ) gpe

6. Wyznaczenie obcigzenia N powodujacego uszkodzenie pierwszej warstwy (FPF)

Obliczone naprezenia warstwowe muszg by¢ teraz wykorzystane w kryterium wytrzymatosciowym
A-T-H, zastosowanym do kazdej warstwy laminatu oddzielnie. W wyniku obliczeh otrzymamy wartos¢
sity N (na jednostke szerokosci laminatu), przy ktérej uszkodzeniu ulegnie pierwsza warstwa.

Naprezenia warstwowe (6.48) i (6.49), aby mogly by¢ uzyte w kryterium wytrzymato$ciowym muszg
byé przetransformowane do gtéwnych osi materiatowych warstw. W przypadku laminatu
poprzecznego, ze wzgledu na szczegdlne wzajemne potozenie uktadu odniesienia (x, y) oraz uktadow
gtéwnych (1, 2) warstw 0° i 90°, naprezenia w osiach gtéwnych znajdujemy wprost z (6.48) i (6.49)
bez konieczno$ci ich transformacji. Pokazano to na rys. 6.12.
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T aX warstwa 0° 2 AX warstwa 90°

01 =0y U1=Gy
y: oy =0y y 1 oy =0y
2 O = z-)(y Op = _Txy

Rys. 6.12. Naprezenia warstwowe w ukt. odniesienia (x, y) i uktadach gtownych (1, 2).
Kryterium A-T-H - réwnanie (6.24) - przyjmuje dla warstw 0° i 90° postaci
o2 +(Xt/Yt)205 040, —th =0 dla warstwy 0° (6.50)
af+(Yt/XC)205—(Yt/Xc)zaxay—YtZ =0 dla warstwy 90° (6.51)

Rozwigzujac row. (6.50) i (6.51) otrzymujemy wartosci obcigzenia odpowiadajgcego uszkodzeniu
pierwszej warstwy. Wynosza one
N/t=210.7 MPa dla warstwy 0° (6.52)

N/t=78.3 MPa dla warstwy 90° (6.53)

Z rozwigzania wida¢, ze jako pierwsza ulegnie uszkodzeniu warstwa wewnetrzna 904, dla ktérej
obcigzenie niszczace jest mniejsze. Ostatecznie zatem mamy

(N/t)rpr = 0 ppr =78.3 MPa (6.54)

7) Naprezenia warstwowe i odksztalcenia laminatu przy obciazeniu FPF

Naprezenia warstwowe odpowiadajgce obcigzeniu FPF otrzymujemy z (6.48) i (6.49). wynoszg one

O x 153.0 O x 41.0

oy =< 32.1 oy =<-16.1; [MPa] (6.55)
0 0

“xv ) FpFoe "3 ) FpFooe

Zauwazmy, ze w warstwie 90° naprezenie w kierunku osi x, a wiec kierunku poprzecznym do kierunku
widkien wynosi 41 MPa , czyli dokfadnie tyle, ile wytrzymatos¢ warstwy na poprzeczne rozcigganie.
Wszystkie pozostate naprezenia w obu warstwach sg mniejsze od odpowiednich wytrzymato$ci.
Mozna zatem okresli¢ mechanizm uszkodzenia warstwy 90°, ktéry musi byé zwigzany z pekaniem
matrycy wzdtuz kierunku widkien. Tak tez jest w rzeczywistosci. Obserwujgc pod mikroskopem
odpowiednio wypolerowang boczng powierzchnie laminatu ( tak aby widoczny byt uktad warstw na
jego grubosci) mozna stwierdzi¢ obecnos¢ licznych szczelin, ktdrych ptaszczyzna srodkowa przebiega
mniej wiecej réwnolegle do kierunku witokien. Wystepuja one w prawie rownych od siebie
odlegtosciach i "przecinajg" catg szeroko$¢ laminatu. Szczeliny takie okreslane sg mianem
wewnatrzwarstwowych (ang. intralaminar cracks). Mechanizm uszkadzania sie laminatow
poprzecznych w wyniku tworzenia sie uktadu szczelin wewnatrzwarstwowych w warstwie 90°
pokazano narys. 6.13.

warstwa 0° AX
. % 2]
szczelina = TN
2 = warstwa 90°
wewnatrz- /; 7
warstwowa A warstwa 0
_ —
[ |=—= ,//
Y Il L~
v~
e o Rys. 6.13. Ukfad szczelin wewnatrzwarstwowych
~ . .
: - w warstwie 90° laminatu poprzecznego
I
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Odksztatcenia laminatu okreslone réwnaniem (patrz rozdz. 5, pkt. 5.2)

e} =[A]" (v} + T ) (6.56)

mozna przedstawi¢ w postaci sumy odksztatcen "mechanicznych” {&y} i termicznych {7} .

e} =M+ 7} (6.57)
Odksztatcenia laminatu dla obcigzenia wywotujgacego uszkodzenie pierwszej warstwy wynoszg

148.85 —47.29
{gM}FPF= —4(.)73 x107° {gT}FPF= —1%06 x107° (6.58)

ANALIZA LAMINATU PO USZKODZENIU PIERWSZEJ WARSTWY
8) Zredukowane i transformowane macierze sztywnosci warstw

Nieuszkodzone warstwy 0° charakteryzuje w dalszym ciagu zredukowana macierz sztywnosci

137.91 3.03 0
Ql, =| 3.03 10.11 0 |x10° [MPa] (6.59)
0
0 0 48

Nie ulega zatem zmianie réwniez transformowana macierz sztywnosci, ktéra ma postac

B 137.91 3.03 0
@], =| 303 1011 0 |x103 [MPa] (6.60)
0 0 48

Zredukowana macierz sztywnosci dla uszkodzonej warstwy 90° zmienia sie wskutek mechanizmu
uszkodzenia opisanego wczesniej. Degradacji ulega sztywno$¢ warstwy w kierunku poprzecznym do
przebiegu widkien w tej warstwie. Przyjmuje sie w zwigzku z tym, ze poprzeczny modut sprezystosci i
modut Scinania majg wartosci zerowe. Zgodnie z réw. (2.42) zredukowana macierz sztywnosci ma
postaé

137 0 0
[Qlgo = g g (0)x103[MPa] (6.61)

Transformowana do ukt. (x, y) macierz sztywnosci uszkodzonej warstwy 90° ma wiec postac

B 0 0 0
[@lo- =|0 137 0|x10% [MPa] (6.62)
0 0 0

9) Macierz sztywnosci tarczowej laminatu uszkodzonego

Macierz sztywnosci tarczowej laminatu mozna wyznaczy¢ jedynie z ogélnej definicji (4.25), nie mozna
natomiast skorzysta¢ z prostszych zaleznosci podanych w tabeli 4.1, czy tez 5.3. Przyczyna tkwi
oczywiscie w tym, ze warstwy 0° i 90° sg opisane réznymi zredukowanymi macierzami sztywnosci i
wspotczynniki Uj, wystepujace w tabelach tracg swoj sens, czy mowiac precyzyjnie w ogdle nie dadzg
sie zdefiniowaé. Korzystajac z (4.25) oraz (6.60) i (6.62) otrzymujemy

4597 1.01 0
[Al/t=| 1.01 9470 0 |x10° [MPa] (6.63)
0 0 1.6

Macierz odwrotna do unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej laminatu ma skfadowe

2176 -2.32 0
[A]7/t=|-232 1056 0 |x1077 [MPa]™’ (6.64)
0 0  6250.0
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10) Wypadkowe sily termiczne

Wypadkowe sity termiczne otrzymujemy z (4.54), po wykorzystaniu (6.60), (6.62) oraz (6.44).
Wynoszg one

~4.56
{NT }/t =1-13.32} [MPa] (6.65)
0

11) Naprezenia warstwowe

Naprezenia warstwowe obliczone wg tej samej procedury co w punkcie 5) wynoszg

Ox 3.0002 ~0.001

o, t =10.0636 xl\% +129.74 (6.66)
T, 0 0

Ox 0 0

o, = —0.%318 x/\%+ —14(1).86 (6.67)
TXy 90°

12) Naprezenia warstwowe i odksztatcenia laminatu uszkodzonego przy obcigzeniu FPF

Naprezenia warstwowe w laminacie z uwzglednieniem degradacji sztywnosci warstwy 90° i catego
laminatu, przy obcigzeniu wywotujacym te degradacje (FPF) tzn. N/t = 78.3 MPa, wynoszg

O x 234.92 Ox 0
oy =434.72 oy =4-17.35}: [MPa] (6.68)
7 0 r 0

X ) o XY J 90°

Odksztatcenia laminatu wynoszg woéwczas

170.38 -9.615
Ml=1 2181 Lx107° (e71=1-13.87\x10°° (6.69)
0 0

13) Sprawdzenie kryterium A-T-H dla warstw laminatu uszkodzonego przy obciazeniu FPF

Uszkodzeniu warstwy 90° przy obcigzeniu FPF towarzyszy zmiana sztywnos$ci laminatu i
skokowa zmiana naprezehn warstwowych (widoczna z poréwnania (6.55) i (6.68)), a rowniez i
odksztatcen laminatu (widoczna z poréwnania (6.58) i (6.69)). Moze sie wiec zdarzy¢ tak, ze
obcigzenie to wywota takze uszkodzenie warstwy 0°. Nalezy zatem sprawdzi¢, czy stan
naprezenia w warstwie 0° jest stanem bezpiecznym wg przyjetego kryterium
wytrzymatosciowego A-T-H. Odpowiedni warunek, wynikajacy z tego kryterium przyjmuje tutaj
postac

2 2
O o O 0o O oo O y,ne
o I e LA G L LY (6.70)
X Yi X t2
tatwo sprawdzi¢, ze warunek (6.70) dla naprezen (6.68) jest spetniony. Oznacza to, ze warstwa 0°
pozostaje nadal nieuszkodzona, a laminat moze przeja¢ zwiekszone obcigzenie zewnetrzne.

14) Obliczenie obciazenia N1 uszkadzajgcego warstwe 0° laminatu uszkodzonego

Oznaczmy przez N; obcigzenie zewnetrzne, jakie jest w stanie przenies¢ uszkodzony laminat.
Warto$¢ tego dodatkowego obcigzenia wyznaczamy z kryterium A-T-H zastosowanego dla warstwy
0°, w ktorej naprezenia opisane sg tensorem (6.66). Sposéb postepowania pokazano w pkt. 6. W
wyniku obliczeh otrzymujemy
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N
71 = 150.8 [MPa] 6.71)

15) Naprezenia warstwowe i odksztatcenia laminatu przy obciazeniu N4
Naprezenia warstwowe wyznaczone z (6.66) i (6.71) wynoszg
1

O x 452.5 Ox 0
o, b =139.3 o, b =1-19.66} [MPa] (6.72)
TXy 0° 0 TXy 90° 0

Odksztatcenia laminatu maja nastepujgce wartosci

M), = Sarrlos 7= 1587110 (6.73)
0 0

Z wartosci naprezen w warstwie zewnetrznej 0° widac, ze naprezenie oy=o» jest bardzo bliskie
wytrzymatosci warstwy na poprzeczne (tzn. o kierunku osi "2") rozcigganie. Mechanizm uszkodzenia
tej warstwy musi by¢é zatem zwigzany z pekaniem matrycy w kierunku réwnolegtym do widkien. Z
(6.73) widaé takze, ze naprezenia o kierunku widkien, zaréwno w warstwie 0°, jak i 90°, sg wyraZnie
mniejsze od odpowiednich wytrzymatosci - widkna pozostajg wiec nadal nieuszkodzone i tylko one
mogaq przenosi¢ dalsze obcigzenie. Przedstawiony tu stan uszkodzenia warstw, ktory mozna nazwac
stanem separacji wiasnosci warstw (mozna tez spotka¢ okreslenie laminat "rozprzegniety"),
powoduje, ze jedyng niezerowg sktadowg zredukowanej macierzy sztywnosci dla obu warstw jest
Q14. Z punktu widzenia warstwy 0° jest to sztywno$¢ w kierunku zgodnym z kierunkiem obcigzenia.
Oznacza to, ze warstwa ta, a w zasadzie jeden z jej sktadnikéw - nieuszkodzone widkna - nadal mogg
przejmowac obcigzenie, mimo ze laminat jest w stanie rozprzegnietym.

ANALIZA LAMINATU ROZPRZEGNIETEGO
16) Zredukowana i transformowane macierze sztywnosci warstw

Zredukowana macierz sztywnosci obu warstw jest taka sama i ma postaé

137 0 0O
[@Q]=| 0 0 0|x10° [MPa] (6.74)
0 0
Macierze transformowane dla warstw 0° i 90° majg sktadowe
- 137 0 0
@l =| 0 0 0[x10° [MPa] (6.75)
0 0 0
- 0 0 O
@lo- =|0 137 0|x10° [MPa) (6.76)
0 0

17) Macierz sztywnosci tarczowej laminatu rozprzegnietego

Unormowana macierz sztywnosci tarczowej laminatu w stanie rozprzegnietym ma postac

457 0 0 e
[Al/t=| 0 91.3 0|x10% [MPa]
0 0 0

Ze wzgledu na koniecznos¢ odwrécenia macierzy [A] skladowa Agg musi byé przyjeta jako
dowolnie mata, ale niezerowa. W wyniku odwrdcenia macierzy [A] otrzymujemy

2190 0 0
[A]7/t=| 0 1095 0 |x107 [MPa]™ (6.78)
0 0 "w"
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18) Wypadkowe sity termiczne
Wypadkowe sity termiczne dostajemy z (4.54), po wykorzystaniu (6.44), (6.75) i (6.76). Wynoszg one

~1.416
NT}/t={-2831) [MPa] (6.79)
0

19) Naprezenia warstwowe w stanie separacji wlasnosci warstw

O x 3.0 O x 0
oy = g X /% oy = g (6.80)
Txy ) go Txy ) gpe

20) Naprezenia warstwowe i odksztatcenia laminatu rozprzegnietego przy obcigzeniu N4

Naprezenia warstwowe w laminacie rozprzegnietym laminatu, przy obcigzeniu N/t = 150.8 MPa,
wynosza

Ox 452.5 O x 0
s,b =10 s, b =10\ [MPa] (6.81)
z-Xy 0° 0 TXy 90° 0

Odksztatcenia laminatu wynoszg woéwczas

330.2 3.1
=10 tx107 Tl=1-31lx107* (6.82)
0 0

WYTRZYMALOSC LAMINATU

Przedstawiona analiza wytrzymato$ciowa laminatu stuzy przede wszystkim okre$leniu jego
wytrzymatosci (nosnosci N). Wyznaczone uprzednio obcigzenie N; jest obcigzeniem, przy ktorym
zgodnie z kryterium A-T-H ulega uszkodzeniu warstwa 0°, jednoczes$nie ostatnia warstwa laminatu,
ktora dotad pozostawata nieuszkodzona. Nie jest to jednak koncowa wartos¢ obcigzenia, jakie moze
przenies¢ laminat. Patrzac na wartosci naprezen w warstwie 0° laminatu uszkodzonego, ale jeszcze
nie rozprzegnietego, przy obcigzeniu rownym Ny (row. (6.72)) stwierdzamy, ze naprezenie normalne
w kierunku witdkien (zgodnym z kierunkiem obcigzenia) wynosi o,p°-= 452.5 MPa, podczas gdy
wytrzymatos¢ podtuzna warstwy, o ktorej decydujg przede wszystkim nieuszkodzone witokna, wynosi
Xt = 1531 MPa. Tak wiec warstwa 0° jest w stanie przenies¢ dodatkowo, juz po "rozprzegnieciu”
laminatu, naprezenie Ac wynoszace

Ac=X,-c! (6.83)
t x0

Odpowiadajacy temu przyrostowi naprezen przyrost obcigzenia, mozna okresli¢ na podstawie postaci
tensora naprezenia (6.80). Przyrost obcigzenia wynosi

AN/t = Ac/3 (6.84)

Maksymalne obcigzenie, jakie jest w stanie przenies¢ analizowany laminat, odpowiadajace
catkowitemu zniszczeniu warstwy 0°, okreslone jako N, pr wynosi

N N; AN 1631 -452.
tpr 1 AN 1508, 193124525 _ 540 3 [MPa) (6.85)
t t t 3
tatwo sprawdzié, ze ten sam wynik otrzymujemy poprzez zastosowanie kryterium A-T-H w
odniesieniu do naprezen warstwowych (6.81).

Odksztatcenia laminatu odpowiadajgce temu obcigzeniu przyjmujg wartosci

1117.6
{g}:{g"/’}z 0 \'x107° (6.86)
0
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ANALIZA ROZWIAZANIA

W oparciu o uzyskane wyniki zbudowano wykres zaleznosci naprezenia oy (tzn. Ny/t) w laminacie od
jego odksztatcenia podtuznego ¢, = gﬂ” . Przedstawiono go na rys. 6.14.

600 T T T T T
| | | | |
1 : 1 1 .
540 -~ T T zniszczenie| ~ " T "~ re
| | laminaty |—————> "
4804 -~ - R e i GaEl
: : 1 1
4204 wynki |- S
F |
doswiadczalne > e
360 4+ ----- [ —— B e
= | | E|=45.7 GPa
o 3004 ----- [ S 4 [
s | | |
b 2404 uszkodzenif A uszkodzenie| 737 77777
warstwy 90 warstwy 0° !
T |
1804 -1~ P
1 1
1204 ---1- - hee e b
) | |
' | |
60 4 - ¢/~ ‘ i b
EL =526 GPa | I
' ' ' | |
0 t t t ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
e [%]

Rys. 6.14. Teoretyczna zaleznos¢ naprezen od odksztatcen dla rozcigganego laminatu [0, 905]g W
oparciu o metode czesciowej degradacji sztywnosci i kryterium Azzi-Tsai'a-Hilla.

Skilada sie on z trzech odcinkéw prostoliniowych réznigcych sie katami nachylenia. Pominieto tu
odksztatcenia residualne, wskutek czego pierwszy z odcinkédw wychodzi z poczatku uktadu
wspotrzednych. Koniec odcinka okreslony jest punktem o wspétrzednych 0,=78.3 MPa, £,=148.85x
10-5, odpowiadajgcym uszkodzeniu pierwszej warstwy (row. (6.54), (6.58)). Podtuzny modut
sprezystosci laminatu, okreslajacy nachylenie odcinka, wynika z macierzy (6.42) i jest rowny
E;=1/A"11=52.6 GPa. Na skutek zmiany sztywnosci laminatu po uszkodzeniu pierwszej warstwy
nastepuje skokowy przyrost odksztatcenia do wartosci &,=170.38x10° (réw. (6.69)) przy
niezmienionym naprezeniu, widoczny na wykresie w postaci tzw. "kolana" (ang. knee). Wychodzi z
niego drugi odcinek wykresu, biegnacy do punktu okreslajacego uszkodzenie drugiej i zarazem
ostatniej warstwy. Punkt ten wyznaczajg wspotrzedne oc,=150.8 MPa, £=328.1x10"° (réw. (6.71),
(6.73)). Podtuzny modut sprezystosci wynosi teraz 45.9 GPa (patrz - macierz (6.64)). Kolejny odcinek
odpowiada stanowi rozprzegnietemu laminatu. Wskutek tego, ze pierwszy element macierzy
podatnosci (6.78) zmienia sie w stosunku do stanu poprzedniego znikomo mato, modut sprezystosci
praktycznie pozostaje na niezmienionym poziomie (E =45.7 GPa), a tym samym nie zmienia sie
réwniez nachylenie trzeciego odcinka. Z (6.82) wynika ponadto, ze wskutek zmiany sztywnosci,
naprezeniu o,=150.8 MPa odpowiada w stanie rozprzegnietym odksztatcenie £=330.2x10"% a wiec
nieznacznie wieksze niz odksztatcenie przy tym samym obcigzeniu, ale w stanie poprzedzajacym
"rozprzegniecie". Pojawia sie w zwigzku z tym drugie kolano odpowiadajgce uszkodzeniu drugiej
warstwy. Koncowy punkt na wykresie oznaczajacy maksymalne obcigzenie, jakie moze przeniesé
laminat wyznaczajg wspotrzedne 6,=510.3 MPa, £=1117.6x10"° (réw. (6.85), (6.86)).

Na wykresie pokazano takze wyniki badan doswiadczalnych uzyskane przez autora. Widac, ze
teoretyczna analiza wytrzymatosciowa daje wyniki zanizone w stosunku do wartosci pomierzonych,
szczegolnie przy duzych odksztatceniach liniowych laminatu. Nie sg to jednak jakies zasadnicze
réznice. W badaniach nie stwierdzono wystepowania "kolana", ktére jest wytacznie skutkiem stabosci
istniejgcej procedury teoretycznej, a nie efektem realnie istniejgcym. Widaé, ze gdyby drugi odcinek
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wykresu potaczy¢ z pierwszym z pominieciem "kolana", to zgodnos¢ wynikéw istotnie poprawitaby sie.
Waznym rezultatem jakosciowym analizy teoretycznej, znajdujacym potwierdzenie doswiadczalne,
jest efekt zmiany warto$ci podtuznego modutu sprezystosci. Patrzgc na wykres teoretyczny widac, ze
W przewazajgcym zakresie obcigzen modut ten jest o ok. 12.5 procent mniejszy od modutu
poczatkowego. Wiasnie ten ostatni jest wyznaczany w standardowej procedurze okreslania statych
inzynierskich dla laminatu (poréwnaj rozdz. 4). Nalezy zatem liczy¢ sie z tym, ze zachowanie
konstrukcji laminatowych moze odbiega¢ od prognozowanego w oparciu o obliczone - zgodnie z
istniejacg procedurg - state inzynierskie, szczegdlnie przy wiekszych obcigzeniach. Rzeczywisty obraz
zmiany modutu sprezystosci rézni sie nieco od teoretycznego. Po pierwsze nie obserwuje sie
skokowej jego zmiany, ale zmiane ciggta. Po drugie zmierzone zmniejszenie modutu wynosito ok. 7
procent, a wiec byto mniejsze niz to wynika z analizy teoretycznej. Zmiane modutu uzyskang
dos$wiadczalnie przedstawia rys. 6.15.

S 1 1.2
ni
0.99 - 4 1.08
0.98 - +4 096

0.97 4

Te—moadt ¥/ 084

sprezystosci
0.96 1 - 9y N Y —+ 0.72
—aA— gestos¢ szczelin

o
(o]
[wuwyL] uljezozs 9s0)s36

bezwymiarowy mod. sprezystosci E |/

0.95 + - , . . E—
0941 EL =535GPa 4 % 048
0.93--~fjj~~jrf~¥f~ —+0.36
0.92--777417777}774‘ 7777777777 024
T S R
09l

0 100 200 300 400 500 600
naprezenie g X [MPa]

Rys. 6.15. Bezwymiarowy podiuzny modut sprezystosci i gestos¢ szczelin wewnatrzwarstwowych w
warstwie 90° w funkcji naprezenia dla laminatu [0/905]s.

Wystepowanie réznic miedzy wynikami analizy teoretycznej i wynikami doswiadczalnymi nie moze
zaskakiwag, jesli weZmie sie pod uwage wszystkie uproszczenia stosowane w opisie teoretycznym, a
takze pewng dowolnos¢ tego opisu. Nalezy pamietaé, ze wszystkie stosowne kryteria
wytrzymatosciowe majg jedynie przyblizony charakter. Nie uwzgledniajg one wystepujacych
wzajemnych oddziatywan warstw na siebie - pomijany jest wiec tzw. efekt wiezéw sagsiednich warstw
(ang. constraint effect). Analiza wytrzymatosciowa laminatu nie bierze pod uwage innego waznego
efektu, a mianowicie tzw. delaminacji warstw, czyli ich roztgczania sie. W pewnym sensie jest to efekt
przeciwny do procesu laminacji warstw (patrz rozdz. 1), stad jego nazwa. Kolejnym przyblizeniem jest
sposob eliminacji warstwy uszkodzonej, polegajacy na zerowaniu jej sztywnosci. Jest to
réwnoznaczne z odebraniem warstwie mozliwosci przenoszenia jakiegokolwiek obcigzenia, podczas
gdy w rzeczywistosci, nawet w stanie uszkodzonym, moze ona je przejmowacé. W chwili obecnej nie
ma jednak innej procedury od tej pokazanej w przyktadzie, mimo wszystkich jej oczywistych
niedoskonatosci.

¢ Przykiad 3

Okresli¢ wytrzymato$¢ na rozcigganie symetrycznego laminatu [-20/20/90,/-20/20/905/-20/20]4
wykonanego z kompozytu Torayca T300/ Vicotex 174B o charakterystykach sztywno$ciowych,
wytrzymato$ciowych i termicznych oraz obcigzeniu jak w przyktadzie 2. Temperatura laminaciji
wynosita 120°C, zas temperatura eksploatacji 20°C. Orientacje geometryczng warstw laminatu
pokazano na rys 6.16.
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Rys. 6.16. Orientacja warstw laminatu.

Szczegotowa procedura analizy wytrzymatos$ciowej laminatu zostata przedstawiona w poprzednim
przyktadzie, stad tutaj ograniczymy sie jedynie do podania wynikéw niezbednych obliczeh. Te
elementy analizy, ktére nie wystepowaty dla laminatu poprzecznego bedg omdéwione bardziej
szczegotowo.

1) Zredukowana i transformowane macierze sztywnosci warstw

137.91 3.03 0
[@Q]=| 3.03 10.11 0 |x10% [MPa] (6.88)

0 0 48

. [10.11 303 0
@], =| 3.03 137.91 0 |x10° [MPa] (6.89)

0 0 48

Macierze transformowane warstw 2 i 3 wyznaczamy korzystajac z tab. 3.2. Wartosci wspotczynnikow
Us - Us wyznaczono w przykt. 1, rozdz. 4. Sg one nastepujace

U, =58.665x103U, =63.902x103U 4 =15.344x103

U, =18.378x10° U, = 20.144x103 [MPa] (6.90)

. [110.3 15.7 356
@], =| 15.7 124 5.4 |x10° [MPa] (6.91)
1356 54 17.5

. [110.3 15.7 -35.6
@], =| 15.7 124 -5.4 |x103 [MPa] (6.92)
356 -54 17.5

2) Macierz sztywnosci tarczowej i macierz odwrotna

Macierz sztywno$ci tarczowej wyznaczamy z tab. 4.1. Wystepujace w niej wspdtczynniki zwigzane z
objetosciowymi udziatami warstw (v4=0.4, vo=v3=0.3) i ich orientacjg przyjmujg wartosci

V, =0.0596 V,=0.504 V,=V,=0 (6.93)
Unormowana macierz sztywnosci tarczowej i macierz do niej odwrotna majg sktadowe
70.2 106 O
[Al/t=|10.6 626 0 |x10° [MPa] (6.94)
0 0 124
146.2 -24.8 0
[A]'t=|-24.8 1639 0 |x107 [MPa]™ (6.95)
0 0 806.4
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3) Macierze pozornych wspoétczynnikéw rozszerzalnosci termicznej

Macierze pozornych wspotczynnikéw rozszerzalnosci termicznej dla warstwy 1 podano w poprzednim
przykfadzie. Dla warstw 2 i 3 nalezy je wyznaczy¢ poprzez transformacje, odpowiednio ujemng i
dodatnig (réw. (3.3), (3.4)), macierzy wspoétczynnikéw w osiach materiatowych warstwy. Korzystajac z
tego, ze transformacje okreslone sg macierzami

[0.833 0.117 —0.643]
[T ]=|0117 0833 0.643 (6.96)
10.321 -0.321 0.766

[0.833 0.117 0.643 ]
[r.]=| 0.117 0833 -0.643 (6.97)
-0.321 0.321 0.766 |

przyktadowo - dla warstwy 2 otrzymujemy

ay 3.1
a, b =[T_}310tx107 [1/°C] (6.98)
0

axy 2

Ostatecznie pozorne wspotczynniki rozszerzalnosci majg wartosci

ay 310
a, t =13.1tx107" [1/°C]

P 0

ay 39.0 ay 39.0

a, r =1274.1¢x1077 a, r =1274.1;x1077 [1/°C] (6.99)
o -98.6 o 98.6

Xy Jo Xy )3

4) Sily termiczne

Sity termiczne wyznaczamy z zaleznosci (4.54) w postaci
3
{NT}=ATZ [ READ (6.100)

Po wykonaniu odpowiednich obliczen otrzymamy

0.126 0.153 0.153 -43.2
{NT}/t =[<0.065}; +<0.104; +4 0.104 AT =<-26.3}: [MPa] (6.101)
0 p 0.034 p -0.034 3 0
5) Naprezenia warstwowe
Ox 0.140 24.7
oy 0297 + -32.9 (6.102)
T 0
xy
Ox 1.574 -16.6
oy =+:0.199 21.9 (6.103)
r 0.507 -10.5
Xy 2
Oy 1.5 -16.6
oy =4 0.1 21.9 (6.104)
r —0. 507 10.5
Xy ) g
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Naprezenia warstwowe moga by¢ wykorzystane w ktérymkolwiek z kryteriow wytrzymato$ciowych
tylko wéwczas, gdy sg wyrazone w ukfadzie gtéwnych osi materiatowych danej warstwy. Konieczne
jest wiec przetransformowanie (6.102) - (6.104) z ukt. odniesienia (x, y) do ukt. (1,2) kazdej warstwy.
W przypadku warstwy 1 wynik mozna uzyskac natychmiast ze wzgledu na pokrywanie sie osi x z osig
2 iosiyzosig 1. W przypadku warstw 2 i 3 nalezy skorzysta¢ z transformaciji, odpowiednio, dodatniej
i ujemnej. Jako wynik obliczen otrzymujemy nastepujace wartosci naprezen warstwowych

o4 -0.297 -32.9
Gyt =1 0.140 x’%+ 24.7 (6.105)
o 0 0

1
o4 1.739 -18.85
oyt =1{0.034 x/%+ 24.15 (6.106)
o ~0.054 4.33

2
o 1.739 -18.85
o, =10.034 x/\%+ 24.15 (6.107)
o), (0.054 ~4.33

6) Obciazenie uszkadzajace pierwsza warstwe (FPF)

W celu wyznaczenia obcigzenia, przy ktéorym nastepuje uszkodzenie pierwszej warstwy wykorzystane
bedzie kryterium Azzi-Tsai'a-Hill'a. Wynikajg z niego nastepujace wartosci obcigzenia

(N/t); =115.9 MPa = (N / t) epe (6.108)
(N/t),5 =376.1 MPa (6.109)

7) Naprezenia warstwowe i odksztalcenie laminatu przy obciazeniu FPF

01 -67.3
oy _ 4%9 [MPa] (6.110)
76 FpF1
01 182.7
oy _1 281\ [MPa] (6.111)
os 1.93

FPF2
01 182.7
oy _1 281\ [MPa] (6.112)
os 1.93

FPF3

169.4 -56.6

" Jeer = ~287 <1075 A 525 <1075 (6.113)

ANALIZA LAMINATU PO USZKODZENIU PIERWSZEJ WARSTWY

8) Zredukowane i transformowane macierze sztywnosci warstw. Unormowana macierz
sztywnosci laminatu uszkodzonego, macierz odwrotna

Uszkodzenie warstwy 1 (90°) polega na uszkodzeniu matrycy na skutek osiggniecia wytrzymatosci na
poprzeczne rozcigganie o czym $wiadczy wartos¢ naprezenia oo w tej warstwie. Przyjmuje sie, ze
modut poprzeczny i modut $cinania dla warstwy 1 sg zerowe. Zgodnie z (2.42) i (2.43) zredukowana i
transformowana macierze sztywnosci dla tej warstwy majag postaci
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137 0 0 .o 0 0
[@l,=| 0 0 o0|x103 @], =|0 137 0|x10° [MPa] (6.114)
0 00 0 0 0

Macierze sztywnosci dla warstw 2 i 3 nie ulegajg zmianie i nadal aktualne sg zwigzki (6.92) i (6.93).

Zgodnie z definicjg unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej (4.25) otrzymujemy

70.2 106 O

[A]/t=[10.6 62.2 0 ]x103[MPa]

0 0 124

0

0 0 952.4

154.4 -23.3
[A]t=|-23.3 164.3
9) Sity termiczne

T/t = {0.317} +{8f;
0 1

0.034/,

5) Naprezenia warstwowe

0 }107 [MPa] !

53 0.153 -30.6
04, +40.104 AT =1-22.5; [MPa]
-0.034] , 0

(6.115)

(6.116)

(6.117)

Ox 0
o, /\/+ ~36.6 (6.118)
T 0

xy
O x 1.67 -0.06
oy =40.21 24.5 (6.119)
r 0.54 -5.1

Xy 2
O x 1.67 —-0.06
oy = 0.21 24.5 (6.120)
r -0.54 5.1

Xy 3

Naprezenia po transformacji do osi materialowych warstw
01 —-0.320 -36.6
ot =4 0 x l% +4 0 (6.121)
o6, 0 0
01 1.85 -0.465
oy =40.034 /y +1 24.9 (6.122)
o6 —-0.056 3.99
2
Oy 1.85 —-0.465
oyt =40.034}x l% +{ 24.9 (6.123)
o6 0.056 -3.99
3

10) Naprezenia warstwowe i odksztatcenie laminatu uszkodzonego przy obciazeniu FPF.
Sprawdzenie kryterium A-T-H dla warstw laminatu

Celem sprawdzenia, czy warstwy laminatu uszkodzonego nie ulegajg dalszej degradacji przy
obcigzeniu wywotujgcym uszkodzenie pierwszej warstwy, nalezy z (6.121) - (6.123) wyznaczyé
wartosci naprezen, a nastepnie wstawi¢ je do kryterium A-T-H. Naprezenia warstwowe dla (Ngpg/t)
wynosza
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01 -73.7 O1 214.0 01 214.0
0o = 0 O =4 28.8 (o) =4 28.8 [MPa] (6124)

Po sprawdzeniu kryterium A-T-H dla kazdej z warstw okazuje sie, ze warstwy przy obcigzeniu FPF nie
ulegajg uszkodzeniu, laminat moze wiec przeja¢ zwiekszone obcigzenie.

Odksztatcenia laminatu wynoszg

. 178.9 . -42.0
{gM}FPF = _207.0 x107° {ST}FPF = —23.8 x107° (6.125)

11) Obciazenie uszkadzajace drugq warstwe

Warto$¢ obcigzenia obliczamy z kryterium A-T-H zastosowanego do naprezen (6.121) - (6.123).
Otrzymujemy

(N/t), =4229.4 MPa (6.126)

(N/t),5 =350.2 MPa=(N/t)’ (6.127)

Powyzsze rezultaty $wiadcza, ze kolejny etap uszkadzania sie laminatu zwigzany jest z
jednoczesnym uszkodzeniem warstwy 2 i 3.

12) Naprezenia warstwowe i odksztalcenie laminatu przy obciazeniu (N/t)"

* * *

o ~148.7 o 647.4 o 647.4
opp =1 0 opp =1 368 oyt =1 368 [MPa] (6.128)
os) 0 o), L7156 os), 156
. [541.0 . [42.0
M) =1-81.7|x1075 7] =1-29.81x107* (6.129)
0 0

13) Zredukowane i transformowane macierze sztywnosci warstw laminatu o uszkodzonych
wszystkich warstwach. Macierz sztywnosci tarczowej

Po uszkodzeniu warstw 2 i 3 nie ma juz w laminacie zadnej warstwy w stanie nieuszkodzonym. W
celu sprawdzenia czy "nowy" laminat jest w stanie przenies¢ jeszcze dodatkowe obcigzenie nalezy
wyznaczy¢ jego aktualng sztywnos¢ i naprezenia warstwowe, a nastepnie sprawdzi¢ czy ich wartosci
dla obcigzenia (N/t)" spetniajg warunek stanu bezpiecznego. W wypadku, gdy nie jest on spetniony -
za graniczng warto$¢ obcigzenia niszczacego nalezy przyjaé (N/t)°, a jezeli jest spetniony - nalezy
okresli¢ nowg wartos¢ obciazenia niszczacego.

Z wartosci naprezen w uszkodzonych warstwach laminatu wida¢, ze zadne z nich nie osiggneto
wartosci odpowiadajgcej mu wytrzymatosci, jednak ich kombinacja doprowadzita do uszkodzenia
warstw 2 i 3. Wniosek ten jest oczywiscie skutkiem stosowania kryterium A-T-H. Utrudnia to
identyfikacje mechanizmu uszkodzenia, a co za tym idzie wybdr odpowiedniego sposobu
uaktualnienia macierzy sztywnosci warstw, a w dalszej kolejnosci laminatu. Charakterystyki
wytrzymatosciowe warstwy oraz wartosci naprezen warstwowych (6.128) pozwalajg jednak przyjac,
ze warstwy 2 i 3 uszkodzg sie w wyniku poprzecznego pekania matrycy, co jednoczesnie oznacza, ze
poprzeczny modut sprezystosci i modut Scinania majg wartosci zerowe. Macierz zredukowana
wszystkich warstw jest zatem taka sama tzn.

137 0 0
[Ql,.5=| 0 0 0|x10° [MPa] (6.130)
0 0

Aktualne wartosci wspotczynnikow U; wynoszg
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U,=51.4x10° U, =685x10° U;=17.1x10°

U, =17.1x10% Us =17.1x10° [MPa]
W wyniku obliczeh otrzymujemy

0O 0 0

0

0

[0]1{0 137 0]><103 [MPa]
0

. [106.8 14.2 389 a 106.8 14.2 -38.9
Ql,=| 142 187 515|x10° [Q],;=| 142 1.87
389 515 14.2 ~38.9 -5.15 14.2
641 85 0
[Al/t=| 85 559 0 |x10° [MPa]
0 0 85
159.2 -24.2 0
[A]7t=|-242 1826 0 |x107 [MPa]~
0 0 1176.5
14) Sity termiczne
0 0.127 0.127 -25.3
{NT}/t= 0.017} +40.0168} +10.0168} |AT ={-5.06; [MPa]
0 |, 0046, |-0.046], 0

15) Naprezenia warstwowe

Ox

Txy

3

“t
|
g

1.666
0.222 /\y+ -
0.

607

1.666
0.222 +
0.607

0
-0. 332} /\y + {—0 0176}
0

0.177
0.0035

—-0.0264

0.177
—-0.0035
0.0264

Naprezenia po transformacji do osi materialowych warstw majg postac

01
02
O¢6

01
02
O¢

01
02
O¢6

1

3

{

={

0.139
0.0007 /\y +10.0346

1.887 v,
0.0007 ' x N/ +
0.0009| /!

1.887
0.0009

0.332 —
g X /\% +

0.018
0

0

-0.0782

0.139
0.0346

0.0782

5.15]><1O3 [MPa]

(6.131)

(6.132)

(6.133)

(6.134)

(6.135)

(6.136)

(6.137)

(6.138)

(6.139)

(6.140)

(6.140)
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16) Naprezenia warstwowe i odksztalcenie laminatu uszkodzonego przy obcigzeniu (N/t)".
Sprawdzenie kryterium A-T-H dla warstw laminatu

Celem sprawdzenia, czy warstwy laminatu uszkodzonego nie ulegajg dalszej degradacji przy
obcigzeniu wywotujacym uszkodzenie warstwy 2 i 3, nalezy z (6.139) - (6.141) wyznaczy¢ wartosci
naprezen, a nastepnie wstawi¢ je do kryterium A-T-H. Naprezenia warstwowe dla (N/t)* wynosza

o ~116.1 o 661.0 o 661.0
oyt =4 0 oyt =10.28 oyt =10.28 " [MPa] (6.142)
o5 ). 0 o), (024 05|, (024

Po sprawdzeniu kryterium A-T-H dla kazdej z warstw okazuje sie, ze warstwy przy obcigzeniu (N/t)”
nie ulegajg uszkodzeniu, laminat moze wiec przejaé zwiekszone obcigzenie (N/t)"".

Odksztatcenia laminatu przy obcigzeniu (N/t)" wynoszg

** 554.0 *k _38-9
My - =1-838lx107° Tl o =1-31lx107 (6.143)
0 0
17) Obciagzenie uszkadzajace (N/t)*"

Wartos¢ obciazenia obliczamy z kryterium A-T-H zastosowanego do naprezen (6.139) - (6.141).
Otrzymujemy

(N/t), =4193 [MPa] (6.144)
(N/t),5 =811 [MPa]=(N/t)" (6.145)
Zniszczenie zwigzane jest z uszkodzeniem warstw 2 i 3. Naprezenia warstwowe i odksztatcenie

laminatu przy obcigzeniu (N/t)"" wynoszg

*k *k *

o ~269.0 o 1531 o 1531
oyt =1 0 oyt =10.603 oyt =10.603 ! [MPa] (6.146)
o5 ). 0 05|, 0652 0|, (70652

Widac¢ zatem, ze naprezenie podtuzne w warstwie 2 i 3 osiagneto warto$¢ wytrzymatosci na podiuzne
rozcigganie, a to oznacza, ze warstwy te ulegajg catkowitemu zniszczeniu wskutek pekania widkien.
Dalsza praca laminatu, a w zasadzie jedynie warstwy 1 czyli warstwy 90°, na podiuzne rozcigganie
nie jest mozliwa, gdyz warstwa 90° juz poprzednio utracita swojg sztywnos¢ podtuzna.

Odksztatcenia wynoszg

1292 -38.9

M) =1-196.3Lx10°° LTl =1-311lx10°* (6.147)
0 0
ANALIZA ROZWIAZANIA

W oparciu o uzyskane rezultaty analizy wytrzymatosciowej laminatu sporzgdzono wykres zaleznosci
naprezen "globalnych", tozsamych z wielko$cig N/t, od odksztatcenia podtuznego &, w laminacie.
Jakosciowo, wnioski przedstawione szczegdétowo dla laminatu poprzecznego, stanowigcego
przedmiot przyktadu 2, sg stuszne réwniez obecnie. Widoczne sg na wykresie "kolana",
odpowiadajgce naprezeniom powodujacym uszkodzenia kolejnych warstw. Wychodzgce z nich
odcinki réznig sie nachyleniem do osi ukfadu, rézne sg wiec takze podtuzne moduty sprezystosci w
kolejnych stadiach pracy laminatu. Warto takze zauwazy¢, ze obcigzenie niszczace pierwszg warstwe
jest kilkakrotnie mniejsze niz obcigzenie niszczace laminat. Jest reguta, Zze metoda FPF oceny
nosnosci laminatu prowadzi do wyraznego zanizenia nos$no$ci rzeczywistej, tzn. okreslonej
doswiadczalnie. Zdecydowanie lepszy rezultat daje stosowanie metody LPF.
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ROZDZIAL 6
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Rys. 6.17. Teoretyczna zaleznos¢ naprezen od odksztatcen dla rozcigganego laminatu
[-20/20/905/-20/20/90,/-20/20]5 (met. czesciowej degradacji sztywnosci, kryterium A-T-H).
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J. German: PODSTAWY MECHANIKI KOMPOZYTOW WLOKNISTYCH
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