ROZDZIAL 5

ROZDZIAL 5

75



J. German: PODSTAWY MECHANIKI KOMPOZYTOW WLOKNISTYCH

ROZDZIAL 5

PODSTAWOWE TYPY LAMINATOW WARSTWOWYCH
LAMINATY SYMETRYCZNE | ANTYSYMETRYCZNE

Podane w poprzednim rozdziale postacie unormowanej macierzy sztywno$ci tarczowej [A], macierzy
sztywnosci sprzezen [B] i macierzy sztywnosci gietnej [D] dotyczg laminatow o catkowicie dowolnej
sekwencji warstw. W wiekszosci jednak przypadkéw mamy do czynienia z laminatami warstwowymi o
specyficznej budowie, charakteryzujacej sie okreslong regularnoscig w uktadzie warstw. Celowe jest
zatem wprowadzenie pewnej klasyfikacji laminatéw, obejmujgcej podstawowe ich typy, a takze
okreslenie wspomnianych wczesniej macierzy dla tych specyficznych konfiguracji, gdyz z reguty dajg
sie one wyrazi¢ prosciej niz wynika to z zaleznosci ogdinych.

5.1. Klasyfikacja kompozytéow

5.1.1. Definicje, okreslenia

W celu utatwienia dalszej lektury zostang ponizej podane wszystkie uzyte w kolejnych rozdziatach
okreslenia, definicje i wynikajgce z nich wnioski. Ze wzgledu na brak w niektoérych przypadkach
dobrych polskich odpowiednikéw terminéw anglojezycznych, podano obok uzytych terminéw polskich
ich oryginaty angielskie.

¢ Warstwa laminatu - pod pojeciem tym rozumie sie grupe potaczonych ze sobg pojedynczych
warstw kompozytowych o tej samej orientacji. Przyktadowo w laminacie o kodzie [ 0°/90°2/-45°3]
sg trzy warstwy, tzn. 0°, 90°7 i -45°3 .

¢ Laminat symetryczny. Laminat jest symetryczny, jezeli zachodzg nastepujace 2 warunki
0(z) = 6(-z) (5.1)
Qij(z) = Qjj(-2) (5.2)

Pierwszy z tych warunkéw oznacza symetrie ulozenia warstw wzg. ptaszczyzny s$rodkowej
(symetria geometryczna), a drugi symetrie modutow sztywnosci (symetria materiatowa). W dalszej
czesci skryptu przyjmuje sie, ze drugi warunek jest zawsze spetniony (chyba, ze wyraznie bedzie
powiedziane inaczej), co oznacza, ze rozpatrywane beda laminaty ztozone z warstw tego samego
materiatu kompozytowego.

¢ Laminat antysymetryczny. Przy zatozeniu symetrii materiatowej, warunek antysymetrii laminatu
dotyczy wytacznie jego cech geometrycznych i ma postaé

6(z)=- 6(-z) (5.3)
+ Laminat regularny. Jest to taki laminat, w ktérym wszystkie warstwy majg te sama grubos¢, tzn.
ti=t/N i=1,2,..,N (5.4)

gdzie N oznacza liczbe warstw laminatu, - jego grubos¢.
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Laminat zréwnowazony’). W celu zdefiniowania tego pojecia oznaczmy symbolem K liczbe
warstw o réznej orientacji katowej (np. w laminacie [40°5/ -30°2/ -40°5/ -30°3], K = 3). Laminatem
zrownowazonym bedziemy nazywac laminat, w ktérym objetosciowy udziat tych warstw jest taki
sam, tzn.

vi=1/K i=1,2 ..K (5.5)

Laminat o poprzecznym ukladzie warstw lub krétko laminat poprzeczny (ang. cross-ply
laminate) - laminat sktadajacy sie wytgcznie z warstw 0° i 90°.

Laminat o katowym ukladzie warstw lub krétko laminat katowy (ang. angle-ply laminate) -
laminat skfadajgcy sie wytacznie z warstw +a,, -o. .

Laminat dowolny - laminat o catkowicie dowolnym ukfadzie geometrycznym warstw ( tzn. ani nie
symetryczny, ani nie antysymetryczny).

Z podanych powyzej definicji, a takze prostych rozwazan geometrycznych wynikajg nastepujace
whnioskKi

¢

Kazdy laminat symetryczny musi sie sktada¢ z nieparzystej liczby warstw.

Wynika to z faktu, ze wszystkie warstwy znajdujace sie po jednej stronie powierzchni srodkowej
majg swoich "blizniakow" po jej przeciwnej stronie. Wyjatek stanowi warstwa $srodkowa, przez
ktorg przechodzi ptaszczyzna srodkowa, w zwigzku z czym jest ona "jedynakiem", a zatem liczba
warstw musi by¢ liczbg nieparzysta ("2n+1").

Kazdy laminat antysymetryczny musi sie skladaé z parzystej liczby warstw.
Dowdd pozostawmy jako ¢wiczenie dla czytelnika.
Laminat symetryczny i regularny nie moze byé zréwnowazony.

Regularno$¢ oznacza, ze grubosci wszystkich warstw sg identyczne. Z symetrii wynika, Zze laminat
skfada sie z par warstw , co w potaczeniu z pierwszym stwierdzeniem prowadzi do konkluzji, ze
objetosciowy udziat kazdej pary musi byé taki sam. Nie dotyczy to jednak warstwy Srodkowej
laminatu, ktéra nie tworzy pary, jej udziat objetosciowy musi zatem byé dwukrotnie mniejszy od
udziatu pozostatych warstw. W efekcie laminat nie moze by¢ zrownowazony.

Laminat symetryczny i zrownowazony nie moze by¢ regularny.

Ta whasnos$c jest konsekwencjg rozumowania odwrotnego do przedstawionego powyze;.

Laminat antysymetryczny, tak poprzeczny, jak i katowy jest zawsze zrownowazony.

Laminat antysymetryczny obu typéw mozna zapisa¢ ogdlnie w postaci

............. Aal-op/ac/-ag/og/-ac/op/-Og..eeenna. ... (5.6)
Dla laminatu poprzecznego przez "a" nalezy rozumie¢ konfiguracje 0°, a przez "-a." - 90°.

Z (5.6) wynika, ze liczba pojedynczych warstw "a" wynosi ...+a+c+d+b+..., a warstw "- a" -
...+b+d+c+a+..., czyli tyle samo, co oznacza, ze takze objetosciowy udziat obu typdw warstw musi
by¢ taki sam, a to z kolei oznacza, ze laminat musi by¢ zréwnowazony.

Jezeli dodatkowo zachodzi warunek ...=a =b =c =d =..., to laminat jest takze regularny.
Laminat antysymetryczny, o dowolnym utozeniu warstw moze nie by¢ zrbwnowazony.

Jako dowdd wystarcza przykiad potwierdzajacy teze - [30°/15°2/-40°3/40°3/-15°2/-30°]. Widac¢, ze
Vv30= V-30=1/12; vi5= v-15=1/6 ;v40= V-40=1/4.

*) Okres$lenie "laminat zrownowazony" uzywane jest w literaturze w odniesieniu do laminatéw katowych i oznacza
laminaty o jednakowej ilosci warstw +a. i -o.. Definicja wprowadzona powyzej obejmuje te sytuacje jako przypadek
szczegolny.
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5.1.2. Klasyfikacja kompozytow

Dokonanie klasyfikacji wszystkich mozliwych kompozytéw jest niemal niewykonalne ze wzg. na
wielos¢ kryteriow, wedle ktérych mozna przeprowadzi¢ takg klasyfikacje, jak i wrecz nieograniczong
swobode w ksztattowaniu ich ukladu geometrycznego. Gdyby uwzgledni¢ kompozyty hybrydowe tzn.
takie, w ktérych warstwy réznig sie materiatem, to stopienn komplikacji radykalnie rosnie. Klasyfikacja
przedstawiona w tym rozdziale przyjmuje jako kryterium klasyfikacji cechy geometryczne kompozytéw,
a ponadto ogranicza sie do kompozytéw (pojedyncze warstwy i laminaty) najczesciej stosowanych.
Klasyfikacja ta przedstawiona jest na rys. 5.1, na ktérym uwidoczniono takze mozliwe kombinacje
réznych cech laminatéw. Na jej podstawie, w nastepnych podrozdziatach bedg podane macierze
sztywno$ci dla poszczegdlnych typdw kompozytow. Dla lepszego zrozumienia tej klasyfikacji, w tabeli
5.1 zamieszczono zestawienie typow, z podaniem przyktadowych kodéw laminatow.

Dokonana klasyfikacja stuzy przede wszystkim wprowadzeniu porzadku i przejrzystosci w
nazewnictwie laminatéw (mozna powiedzie¢, ze w pewnym stopniu ma ona taki sam cel jak podziat
materiatéw "standardowych - np. na stale weglowe, niskoweglowe, stopowe, zeliwo, staliwo, stopy,
metale kolorowe itd.). Nie mozna natomiast powiedzie¢, ze z przynaleznoscia do kazdej z
wyréznionych klas wigzg sie zawsze uproszczenia w budowie np. macierzy sztywnosci.

| | SPECJALNIE OGOLNIE
IZOTROPOWA ORTOTROPOWA | | ORTOTROPOWA

WARSTWA LAMINAT
SYMETRYCZNY ANTYSYMETRYCZNY
WARSTWY
IZOTROPOWE
[QUASI-IZOTROPOWY
DOWOLNY | [KATOWY || POPRZECZNY DOWOLNY | [ KATOWY || POPRZECZNY

R,z | [RNz | [NRZ] [NRNZ | R,z | [RNZ | [NR,Z | [NRNZ

R,Z - regularny, zréwnowazony NR, Z - nieregularny, zrbwnowazony
R, NZ - regularny, niezrbwnowazony NR, NZ - nieregularny, niezrbwnowazony

Rys. 5.1. Klasyfikacja podstawowych laminatow i pojedynczych warstw.

Czesto bywa tak, ze uproszczenia wystepuja, ale nieograniczona dowolnos¢ w ufozeniu warstw
laminatéw, nawet nalezgcych do tej samej grupy, uniemozliwia ich wspélny zapis formalny i zarazem
formalny zapis tych uproszczen (przyktadowo - z tych samych warstw mozna zbudowaé laminaty o
kodach: [0/903/02/90/02/90/02/903/0], [02/903/0/90/02/90/0/903/02], [03/903/02/902/02/903/03], itd.,
wszystkie nalezace do grupy laminatéw symetrycznych, poprzecznych, zrébwnowazonych, a przeciez
réznigce sie liczbg warstw, ich gruboscig i kolejnoscia).

W kolejnych rozdziatach beda oméwione podstawowe grupy kompozytéw, wraz z mozliwie
najprostszymi, ogolnymi postaciami macierzy sztywnosci. Obliczenia do nich prowadzace bedg
pominiete, gdyz w wielu przypadkach sg dtugie, a dla czytelnika zapewne nuzace.
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KONFIGURACJA LAMINATU
CECHY LAMINATU Poprzeczna Katowa Dowolna
Regularny, zrbwnowazony nie istnieje | nie istnieje nie istnieje
SYMETRYCZNY | Regularny, niezréownowazony 0/90/0 o/-o la 0/20/0
Nieregularny, zrbwnowazony 0/902/0 o/-a2/o 0/202/0
Nieregularny, niezréwnowaz. 0/903/0 al-oz/o 0/203/0
Regularny, zrownowazony 0/90 o/-o 0/20/-20/90
ANTY- Regularny, niezréwnowazony nie istnieje | nie istnieje 90/0/20/-20/90/0
SYMETRYCZNY | Nieregularny, zréwnowazony 0/902/02/90 | a/-az/az/-on | 90/0/202/-202/90/0
Nieregularny, niezrownowaz. nie istnieje | nie istnieje | 90/0/203/-203/90/0

TABELA 5.1. Przyktady kodow typowych laminatéw

5.2. Kompozyty symetryczne

Podstawowg i wazng wiasciwoscig wszystkich kompozytéw symetrycznych, bez wzgledu na ich
dalsze cechy, jest to, ze macierz sztywnosci sprzezen jest macierzg zerowa,

B,’j =0 (5.7)

Wynika to wprost z postaci réwnania (4.26), okreslajgcego elementy tej macierzy. Ze wzgledu na
symetrie, kazdej warstwie odpowiada jej zwierciadlane odbicie wzgledem ptaszczyzny Srodkowej,
réznigce sie jedynie znakiem wspétrzednej srodka ciezko$ci. Tak wiec sumy odpowiednich iloczynow
dla kazdej pary warstw muszg sie zerowac.

Z tego samego powodu co powyzej, w kompozytach symetrycznych nie moga wystapi¢ wypadkowe
momenty termiczne, tzn.

(M7} = {0} (5.8)

To sprawia m.in., ze laminaty symetryczne nie wykazujg tendencji do ulegania zwichrzeniu w czasie
utwardzania po procesie laminacji.

W konsekwencji rownan (5.7) i (5.8) réwnania fizyczne dla kompozytu symetrycznego sg zawsze
rozprzegniete i przyjmujg postac

N}=[a] (5.9)
M} =[D] {KO} (5.10)

Po odwrdceniu powyzszych rownan, odksztatcenia w dowolnej warstwie laminatu wyrazajg sie
zwigzkiem

{e}=[A]"IN}+z [D] "M} (5.11)

Korzystajac z réwnania (4.50), rownania fizyczne, okreslajgce naprezenia w "k-tej" warstwie laminatu
symetrycznego mozna zapisa¢ w postaci

(o= [QLdAl i)+ [, fAT"WT |- AT f+ 2 [ilD) M) 5.12)
Dla stanu tarczowego réwnanie to upraszcza sie do postaci
()= [Q LAl "IN} + [l [AF T |- faleaT] (5.19)

Dalsze uproszczenia, dotyczace w szczegolnosci macierzy sztywnosci tarczowej i zginania, mozliwe
sg dla laminatow charakteryzujgcych sie nie tylko symetrig, ale dodatkowo innymi, specyficznymi
cechami budowy geometrycznej.
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5.2.1. Pojedyncze warstwy

Indywidualna warstwa, z oczywistych powoddw zawsze jest symetryczna wzgledem plaszczyzny
srodkowej. Nie tworzy ona oczywiscie laminatu, ale dla tatwiejszego zrozumienia dalszych rozwazan
zostang tu przypomniane podstawowe wiadomosci jej dotyczace. W rownym stopniu odnoszg sie one
réwniez do specyficznego rodzaju laminatu, jakim jest uktad wielu pojedynczych warstw potgczonych
ze sobg, identycznych pod wzgledem materiatowym i utozonych w identyczny sposdb geometryczny.
Taki laminat makroskopowo tworzy jedng warstwe. Omoéwiona bedzie takze warstwa izotropowa, ktéra
moze by¢ kompozytem (np. kompozyt z drobno pocietymi widknami, losowo roztozonymi w matrycy),
ale z reguty nim nie jest. Uktad réznych warstw izotropowych stanowi juz jednak klasyczny laminat
(np. bimetale), totez celowe jest wiaczenie do analizy takze pojedynczej warstwy izotropowe;.

¢ Warstwa izotropowa

Jedyne dwie niezalezne state sprezyste dla warstwy izotropowej to modut Younga E i wspotczynnik

Poissona v. Modut $cinania G jest zalezny od dwu poprzednich. Macierz sztywnosci, dobrze znana z
teorii sprezystosci, ma postaé

17 v 0 £
@]=|v 1 0 K K= 5 (5.14)
00 (1-v)/2 T-v

Mozna jgq takze uzyskac jako szczegodlny przypadek anizotropii, korzystajac np. ze zwigzkow (2.42),
ktadac w nich E1=E2=E, vip = vo1= V.

Ze wzgledu na fakt, ze materiat izotropowy jest niewrazliwy na zmiane kierunku, zredukowana i
transformowana macierz sztywnosci muszg by¢ oczywiscie identyczne. Wykazanie tego trywialnego
spostrzezenia w oparciu o zaleznosci obowigzujgce dla materiatu anizotropowego moze stanowié
dobry sprawdzian poprawnosci tych zaleznosci. Korzystajac z macierzy (5.14), natychmiast widac¢ z
réwnan (3.20), ze wspétczynniki transformacyjne Uo i U3 wynoszg 0, za$ pozostate przyjmujg postac

Ur=K Us=Kv Us=K(1-v)/2 (5.15)

Bioragc pod uwage (5.15) i zalezno$ci transformacyjne ujete w tabeli 3.2 fatwo stwierdzi¢, ze prowadzg
one dla przypadku izotropii do oczekiwanego rezultatu, gdyz istotnie otrzymujemy z nich, ze

@]=1[a] (5.16)
Korzystajac z réwnan (4.25) i (4.27) otrzymujemy macierze sztywnosci tarczowej i gietne;j

[A]=[Q]t (5.17)
[D]=[Q]t 3112 (5.18)

¢ Warstwa kompozytowa w konfiguracji osiowej (warstwa specjalnie ortotropowa)

Zredukowana macierz sztywnosci [Q] okres$lona jest przez zwigzek (2.42) i ma posta¢ (5.19). Macierz
transformowana jest w tym przypadku tozsama z macierzg zredukowang. Korzystajac z ogolnych
postaci macierzy sztywnosci tarczowej - rownanie (4.25) i sztywnos$ci zginania - rownanie (4.27),
otrzymujemy szczegdlne postacie tych macierzy dla warstwy specjalnie ortotropowej w formie réwnan
odpowiednio (5.20) i (5.21)

I E, Eqvy 0 |
T—vipvyr T—vipvyy
lo]=[a]=| . Bz~ E; 0 (5.19)
T—vipvar T—vipvy
0 0 G,
[Al=[Q]t (5.20)
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[D]=[Q]¢t3 112 (5.21)
. Warstwa kompozytowa w konfiguracji nieosiowej (warstwa ogélnie ortotropowa)

Zredukowana macierz sztywnosci ma postac¢ (5.19). Macierze: transformowang, sztywnosci tarczowej
i zginania otrzymuje sie w wyniku zastosowania procedury przedstawionej na rysunku 4.5. Postaci
tych macierzy dla warstwy ogdlnie ortotropowej sg ostatecznie nastepujace

[A]=[q]t (5.22)

[D]=[Q]t*/12 (5.23)
Nalezy tu zwrdci¢ uwage na fakt, ze w warstwie ogdlnie ortotropowej, w odréznieniu od specjalnie
ortotropowej, wystepuje sprzezenie styczne (tzn. sprzezenie sit osiowych Ny i Ny z odksztatceniami
katowymi yy ), jak i sprzgzenie normalne (sprzezenie sit stycznych Ny, z odksztatceniami liniowymi
Ex i &y), gdyz Age i Age majg wartosci rozne od zera ( w warstwie specjalnie ortotropowej sg rowne
zero).

Podsumowanie

Na zakonczenie rozwazan dotyczacych pojedynczych warstw tak izotropowych, jak i ortotropowych,
nalezy zauwazy¢, ze niezaleznie od typu warstwy macierze sztywnosci tarczowej i zginania mozna
zapisa¢ w postaci

[A]=[Q]t (5.24)
[D]=[Q]t3 112 (5.25)
Po odwréceniu tych zaleznosci otrzymujemy

[A]" =[a] "/t (5.26)
[’ =[@[ 12/ (5.27)

Z réwnania (4.54) wynika, ze wektor sit termicznych w przypadku pojedynczej warstwy jest okreslony
zwigzkiem

{NT}Z AT tQ]fe} (5.28)

Po wstawieniu powyzszych zaleznosci do réwnania fizycznego w postaci (5.12) i wykorzystaniu
zalezno$ci macierzowej

_llel” =1 (5.29)

otrzymujemy rownania okreslajgce naprezenia w pojedynczej warstwie w postaci

o} = : INV+ 2 (M) Zf (5.30)

Z réownan (5.30) widac, ze w kompozycie jednowarstwowym naprezenia catkowite, na ktére sktadajg
sie naprezenia mechaniczne i cieplne nie zalezg od réznicy temperatury utwardzania (laminaciji) i
eksploatacji, cho¢ same naprezenia termiczne przy AT # 0 sg niezerowe.

5.2.2. Laminaty o katowym ufozeniu warstw

Symetryczne laminaty katowe to takie laminaty, w ktérych warstwy sg utozone symetrycznie
wzgledem ptaszczyzny srodkowe;j i ktérych potozenie okreslone jest wytgcznie katem £ o .

Korzystajac ze wzoréw transformacyjnych zamieszczonych w tabeli 3.2, strukture transformowanych
macierzy sztywnosci dla warstw +a i warstw -a mozna przedstawi¢ nastepujaco
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681 682 686 681 682 __686
Q= Q2 Qp| . Q= Qz —Qu (5.31)
566 666

Przypomnijmy takze, ze warunek symetrii powoduje, ze laminat musi sie sktadac z nieparzystej liczby
warstw, ktérg oznaczmy symbolem N. Liczbe warstw +a oznaczmy P, a liczbe warstw -a - literg R.
Muszg zachodzi¢ warunki

N=P+R P-R=4+1 (5.32)
Objetosciowy udziat dowolnej "k-tej" warstwy wynosi

Vi =t It (5.33)
gdzie tj - grubos¢ warstwy "k", t - catkowita grubos¢ laminatu.

W celu wyznaczenia unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej [A] nalezy obliczyé
wspotczynniki okreslone réwnaniem (4.41) i wykorzystac zalezno$ci podane w tabeli 4.1.

Kazdy ze wspoiczynnikdw V. mozna roztozy¢ na cze$¢ odpowiadajacg warstwom +o i czesc
odpowiadajaca warstwom -a. . Dla przyktadu okreslmy pierwszy z nich

P R
V, = ka cos 2a + ka cos(—2a) (5.34)
k=1 k=1

Wykorzystujac parzystos¢ funkcji cos a oraz zwigzek

P R
ka + ka =1 (5.35)
k=1 k=1

otrzymujemy
V, =cos2a V, = cos4a Vs =V, sin2a V, =V, sinda (5.36)
gdzie
P R
Vk . Z Vk - Z Vk (537)
k=1 k=1

Elementy unormowanej macierzy sztywno$ci tarczowej majg wéwczas postaci przedstawione ponize;j
w formie tabelarycznej

1 U, Us
A lt U, cos 2a coS 4a
A,y It U, -cos 2a coS 4a
A, lt U, 0 - cos 4a
Agg 't Us 0 - coS 4a
Apglt 0 1/2 V i sin 2a Vsin 4a
Ay It 0 1/2 V i sin 2a - Vgsin 4a

TABELA 5.2. Unormowana macierz sztywnosci tarczowej dla katowego laminatu symetrycznego.

Z postaci tabeli 5.2. wynikajg dwa podstawowe wnioski :
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¢ w katowych laminatach symetrycznych, w ogdlnym przypadku wystepuje sprzezenie styczne i
normalne, gdyz Ag i Aog Sg rozne od zera,

¢ Aqq, Az Agy Ags dla kazdego katowego laminatu symetrycznego nie zalezg od

objetosciowego udziatu warstw + o, sg wiec takie same jak dla pojedynczej warstwy « (patrz -
tabela 3.2). Ostatecznie zatem majg nastepujacq postac

A11/t=611 ,A22/t=622 ) A12/t=612 1A66/t:666 (538)

Elementy macierzy sztywnosci zginania, po wykorzystaniu (5.8), (5.31), (5.33) i prostych
przeksztatceniach otrzymujg postaci

Q, t Q, t°
D11 == 1112 CN D22 == 2122 CN (539)
Q, t3 Qs 2
Dy = 112 > Cn Degg = 6162 Cn
Q6 t° Qu t°
D = 12 (Cp -Cgr) Dy = 12 (Cp -Cgr) (5.40)
gdzie

C —ZP (v3+12v zczj (5.41)
p = Ktz Vi :
k=1

Cp + CR = CN (542)

Dalsze uproszczenia mozliwe sg w przypadku szczegodlnych typdéw laminatow symetrycznych, jak
laminaty regularne i zréwnowazone.

¢ Laminaty symetryczne, katowe, regularne
Regularnos¢ oznacza, ze wszystkie warstwy (k=1, 2, ..., N) w laminacie majg takg sama grubos¢, tzn.
t, =t/IN (5.43)

€O oznacza, ze rowniez objetosciowy udziat kazdej warstwy jest taki sam (zauwazmy, ze mimo tego
laminat nie jest zrownowazony) i wynosi

v =1IN (5.44)

Wspotczynniki okreslone réwnaniami (5.37) i (5.41), po prostych przeksztatceniach, dajg sie teraz
wyrazi¢ zaleznosciami

2P

V, - -1 5.45
k=N (5.45)
N
1 12 2
CN=—+—E zy
2 2
N2 N2
P 12 & o
C =—+—§ z¢ 5.46
P N3 Nt2 — k ( )
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R
R 12 .
Cp= 4 12 N 50
RTNS Ntzkz;‘ k

Analiza ukfadu warstw w przekroju laminatu pozwala znalez¢ ogodlne zaleznosci okre$lajace
wspotrzedne $Srodkdw ciezkosci poszczegolnych warstw. Odpowiednie obliczenia zostang tu
pominiete, a czytelnik moze potraktowac je jako zadanie do samodzielnego rozwigzania. Wystepujace
w (5.46) sumy dajg sie w wyniku tych obliczeh wyrazi¢ prostymi zwigzkami

N = 12 N2_1
;Z’f 12 N
R c? t2 2
I INZ P(P —7) (5.47)
k=1
Zli z;f2 = 3t:12 R (R2 —1)
k=1

Wspotczynniki okreslone réwnaniem (5.46) po wykorzystaniu (5.47) przyjmujg postaé

P R
Cy=1, Cp= v (4P? - 3) , Cg= v (4R? - 3) (5.48)
a skladowe macierzy sztywnosci zginania sg okreslone formutami

Qqqt3 Q pot? Q,t? Qgst’
D — , D = , D = s D = 5.49
1= 225 5 2= 45 66~ 1, (5.49)
Di6= 6’6t3(Cp—CR) , Doe= azets(CP—CR) (5.50)
12 12

gdzie

2

SN 3_ jezeli P=R+1
Cp-Cr = 3/’\\1’2 ) (5.51)
———— Jezeli P=R-1

N
Sktadowe unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej wynoszg (réw. 5.38, 5.45, tab. 5.2.i 3.2)
A11/t:611 , A22/t:622 , A12/t:612 ’A66/t:566 (552)
Ase 2P —~ Ao 2P —
216 |12 1 e 5.53

; ( N j Q16 ; N Q 2 (5.53)

. Laminaty symetryczne, katowe, zrbwnowazone

Zréwnowazenie laminatu oznacza, ze objetosciowy udziat warstw +« i -« jest taki sam i wynosi

V,=V_,=0.5 (5.54)
Z rownania (5.37) i (5.36) wynikajg wéwczas zaleznosci

V,=0 (5.55)
V, =cos2a V, =cos4a V=0 V, =0 (5.56)

Biorac powyzsze pod uwage, a takze (5.38) i tabele 5.2, otrzymujemy elementy unormowanej
macierzy sztywnosci tarczowej w postaci
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A11/t=611, A22/t:622, A12/t=612, A66/t=566 (557)
A=A =0

Wida¢, ze w poréwnaniu z laminatem katowym regularnym, w laminacie zrownowazonym nie
wystepujg sprzezenia zaréwno styczne, jak i normalne.

W odniesieniu do macierzy sztywnosci zginania zrownowazenie laminatu katowego nie powoduje
zadnych uproszczen, a jej elementy sg okreSlone ogdlnymi zaleznosciami dla laminatu
symetrycznego, tzn. rownaniami (5.39), (5.40) i (5.41).

5.2.3. Laminaty o poprzecznym ufozeniu warstw

Symetryczne laminaty poprzeczne charakteryzujg sie tym, ze sktadajg sie wytgcznie z utozonych
symetrycznie wzgledem ptaszczyzny srodkowej warstw okreslonych katami 0° i 90°, skad bierze sie
ich nazwa.

Postaci transformowanych macierzy sztywnosci dla warstw 0° i 90° wynikajg wprost z definicji
zredukowanej macierzy sztywno$ci dla warstwy w konfiguracji osiowej i majg nastepujaca strukture

o Q17 Q12 0 o QZZ Q12 0
Qj=Qj;= Qp 0| ., QF=Q7= Qy 0 (5.58)
QG6 QG6

Niech N oznacza catkowitg ilos¢ warstw, P - liczbe warstw 0°, a R - liczbe warstw 90°.

Celem wyznaczenia unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej [A] i macierzy sztywnosci zginania
[D] , nalezy zastosowac¢ procedure analogiczng do tej z pkt. 5.2.2. W jej wyniku otrzymujemy

V, =vy—Vgp V, =1 Vs =0 V, =0 (5.59)

OW konsekwencji powyzszych zaleznosci unormowana macierz sztywnosci tarczowej w formie
stabelaryzowanej przyjmuje postac

1 U, Us
A, lt U, Vo Ve 1
A,, It U, Voo —Vo 1
A, It Uy 0 -1
Ags I t Us 0 -1
VYN, 0 0 0
Ay It 0 0 0

TABELA 5.3. Unormowana macierz sztywnosci tarczowej dla poprzecznego laminatu symetrycznego.

Z tabeli 5.3 wyplywaja dwa istotne spostrzezenia :
¢ w zadnym symetrycznym laminacie poprzecznym nie wystepuje ani sprzezenie styczne, ani
normalne ( A=Az =0),

¢ Aqoi Age dla kazdego symetrycznego laminatu poprzecznego nie zalezg od objeto$ciowego
udziatu warstw 0° i 90°, sg zatem identyczne dla wszystkich laminatéw nalezacych do tej klasy i
wynoszg (por. rownanie (3.20) i tabela 5.3.)

A, /t=Q Ass /'t =Qgp (5.60)

85



J. German: PODSTAWY MECHANIKI KOMPOZYTOW WLOKNISTYCH

Elementy macierzy sztywnosci zginania w ogolnym przypadku symetrycznego laminatu
poprzecznego mozna zapisa¢ w postaci (czytelnikowi pozostawmy przeprowadzenie odpowiednich
obliczen)

Q,qt3 E, Qo t3 E,

D,;= Cp +—C D 5= Co +—1C 5.61

1= "5 P E, R 22= 745 P E, R (5.61)
Q,,t3 Qest’

D1,= ;22 Cn Des= 32 Cn (5.62)

D16:D26:0 (563)

gdzie Cy, Cp, Cg sa okreslone réwnaniem (5.41).

Uproszczenia w postaciach podanych macierzy wystepujg dla specyficznych typow symetrycznych
laminatow poprzecznych tzn. laminatéw regularnych oraz zrébwnowazonych.

¢+ Laminaty symetryczne, poprzeczne, regularne

Ze wzgledu na formalng zgodnos¢ wszystkich rozwazan dotyczacych $rodkow ciezkosci
poszczegolnych warstw kompozytu regularnego, poprzecznego i przedstawionego wczesniej

kompozytu regularnego, katowego (warstwy 0° sg formalnie rownowazne warstwom +¢q, a warstwy
90° - warstwom -« ), obowigzujg tu zaleznosci (5.43) - (5.48), a ponadto zachodzi zwigzek

P P 2P
VOZN y V90=1—N = VO— VQO:W_1 (564)

Wykorzystujac wspomniane powyzej zwigzki, a takze (5.60), tabele 5.3 i macierz (5.19) otrzymujemy
sktadowe unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej w postaci

P E,(, P P E,, P
Alt= oy =2 Ao/t = =t 5.65
# Q”{N + E1( NH 22 sz[N + Ez( Nﬂ (5.65)
A12/t:Q12 A66/t:Q66 A16:A26=0 (566)

gdzie E4 i E» oznaczajg odpowiednio podiuzny i poprzeczny modut Younga dla warstwy ortotropowe;j.

Sktadowe macierzy sztywnosci zginania wynikajg z réwnan (5.61), (5.62), (5.63) (z wykorzystaniem
(5.48) i (5.19)) i wynoszg

Q11t3 1 2 E2 2

D= T lpPlP2-3)+ =2 R(4R?-3 5.67
Qpot® 1 E

D.,, = %22 P(4P?-3)+ =1 R |4R?-3 5.68
Qpt° Qest”

D12: ;22 D66= 61;62 D16= D26:0 (569)

¢ Laminaty symetryczne, poprzeczne, zréwnowazone

Z warunku zrownowazenia wynika, ze
V0: V90= 0.5 = VO— V90= 0 (570)

i w konsekwenciji - wida¢ to z tabeli 5.3 - Zaden z elementéw macierzy sztywnosci tarczowej nie
zalezy od objetosciowego udziatu warstw 0° i 90°. Ostatecznie zatem majg one posta¢ (wykorzystano
tu pomocniczo réwnania (3.20))
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1 E
A dt=Alt=— 1+—-2 5.71
11 22 2 Qqq ( EJ (5.71)
A12/t:Q12 A66/t=Q66 A76: A26:0 (572)

Zrownowazenie laminatu nie powoduje zadnych uproszczen w ogolnej postaci macierzy sztywnosci
zginania, tak wiec ma ona posta¢ okreslong réwnaniami (5.61), (5.62) i (5.63) z wykorzystaniem
wspotczynnikéw okreslonych zwigzkiem (5.41).

5.3. Kompozyty antysymetryczne

Laminaty antysymetryczne to takie laminaty, w ktérych dowolna warstwa o konfiguracji okreslone;j
katem +a ma po przeciwnej stronie ptaszczyzny srodkowej swego "odpowiednika" w postaci warstwy
okreslonej katem -a. Warstwy tworzace "antysymetryczng pare" majg identyczng grubos$é, roznig sie
natomiast znakiem wspotrzednej "z" Srodkéw ciezkosci. Laminat moze byé antysymetryczny tylko
wowczas, gdy sktada sie z parzystej liczby warstw.

Przyjmuje sie tradycyjnie, ze antysymetrycznym odpowiednikiem warstwy 0° jest warstwa 90° i na
odwrét. Nalezy zauwazy¢ iz w tym przypadku pojecie antysymetrii musi byé rozumiane w sposob
czysto umowny. Z geometrycznej definicji antysymetrii wynika bowiem, ze warstwa antysymetryczng
do warstwy 0° jest rowniez warstwa 0°. Spetnia ona oczywiscie zarazem warunek symetrii, tak wiec
przyktadowo laminat o kodzie [0, 0] bytby z punktu widzenia geometrii jednoczesnie symetryczny, jak i
antysymetryczny. W celu unikniecia tej dwuznacznosci, a jednoczesnie wyrdznienia klasy laminatéow o
parzystej liczbie na przemian lezacych warstw wytgcznie 0° i 90°, przyjeto w mechanice kompozytow
wspomniang na wstepie umowe.

Dla kazdej pary antysymetrycznych warstw zachodzg zaleznosci ( patrz tabela 3.2)
610(2‘2 - 61;30[ ; 65%: - 62_6a (5.73)

Z ogolnych postaci macierzy sztywno$ci tarczowej - réw. (5.15) oraz sztywno$ci gietnej - réw. (5.8),
oraz po wykorzystaniu podanej definicji laminatu antysymetrycznego wraz ze zwigzkami (5.73),
wynika wprost wniosek o zerowaniu sie w kazdym laminacie antysymetrycznym tych elementow
macierzy, ktére zwigzane sg ze sprzezeniem stycznym i normalnym, tzn.

A76:0 ’ A26:0 (574)
D16: 0 ’ D26: 0 (575)

Inne uproszczenia w macierzach [A], [B], [D] w ogolnym przypadku antysymetrii laminatu nie
wystepuja i w celu okreslenia tych macierzy nalezy wykorzystaé procedure przedstawiong na rysunku
4,5. Sg one natomiast mozliwe w laminatach o specjalnej konfiguracji warstw, a mianowicie
antysymetrycznych laminatach kgtowych i poprzecznych.

5.3.1. Laminaty o katowym ufozeniu warstw, zrbwnowazone

Z podanych na poczatku tego rozdziatu definicji, okreslen i witasnosci laminatéw wynika, ze kazdy
laminat antysymetryczny, katowy musi takze by¢ zréwnowazony.

Transformowane macierze sztywnosci dla warstw +a i -« , tworzacych laminat katowy majg postaé
(5.31). Wynikajace z niej rownosci

Q[*=Q;* i,j=12 A i=j=6 (5.76)

powoduja, ze dla wskaznikéw jak w (5.76) elementy macierzy transformowanej 5,-j wystepujace pod

znakami sum w wyrazeniach (4.25), (4.26) i (4.27) moga by¢ wytaczone przed te znaki. Ostatecznie
zatem unormowana macierz sztywnosci tarczowej ma nastepujace sktadowe

A76=0 y A26=O (577)

Ay /t=Qq , Ap/t=Qy , Ap/t=Qpy , Agk/t=Qg (5.78)
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Z tych samych powoddéw co powyzej, a takze dlatego, ze suma wspoétrzednych srodkéw ciezkoSci
wszystkich warstw w laminacie antysymetrycznym musi sie zerowaé, elementy macierzy sztywnosci
sprzezen przyjmujg postac

B11=By;=B1,=Bg=0 (5.79)
N SR
Bis= > (Qis), tx 25 =12 (5.80)
k=1

Posta¢ macierzy sztywnosci gietnej w laminacie antysymetrycznym, katowym upraszcza sie jedynie
na skutek warunku (5.76), a jej elementy sg okreslone nastepujgco

N/2 3
_ 02t - L
DijZZQIj ty z, +ﬁ ij=12 A i=j=6 (5.81)
k=1
D16=0’D26:0 (582)

¢ Laminaty antysymetryczne, katowe, regularne

Réwnania (5.77) i (5.78) nie ulegajg zadnym uproszczeniom w przypadku laminatéw regularnych,
zatem macierz sztywnosci tarczowej jest okreslona zwigzkami

A11/t= 511 A22/t= 522
A12/t= 612 A66/t: 666 (583)
A16=0, Ax=0

Analiza potozenia $rodkéw ciezkosci poszczegolnych warstw i wykorzystanie definicji regularnosci
laminatu (5.43) pozwalajg zapisa¢ elementy macierzy sztywnosci sprzezen nastepujaco

By1=Byy=B,=Bg=0 (5.84)

Qy6t? Qt?

_ =+ 5.85
oN 26 oN (5.85)

16=*

Wyrazenia (5.85) nalezy bra¢ ze znakiem "+" wowczas, gdy skrajng warstwg laminatu po dodatniej
stronie osi "z " jest warstwa +a. W przeciwnym przypadku obowigzuje znak "-". llustruje to ponizszy
rysunek.

|_— t o ’/—OL

(5.85) znak + (5.85) znak -

Analizujac wspotrzedne Srodkéw ciezkosci warstw, mozna takze pokazaé, ze macierz sztywnosci
gietnej dla laminatu antysymetrycznego, katowego i regularnego mozna wyrazi¢ zwigzkami

Q43 Q ,t?
D,,=—11" D o= 5.86
1= 22515 (5.86)
Q ,,t3 Qgst’
D, ,=—1< _ Dan=
2= 5 66 12
D16= 0 D26: 0 (587)
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Czytelnik moze potraktowaé wyprowadzenie zwigzkow (5.85) i (5.86) jako zadanie do samodzielnego
rozwigzania.

Warto zwroci¢ wiekszg uwage na postac elementow B4 i Bog macierzy sprzezen. Z (5.85) widac, ze
ich wartosci zalezg odwrotnie proporcjonalnie od ilosci warstw N, tworzacych laminat. Tak wiec dla
laminatu o ustalonej grubosci t wraz ze wzrostem liczby warstw maleje efekt sprzezenia stanu
tarczowego i gietnego. Z tego punktu widzenia nie jest obojetne, czy z czterech lamin +« i czterech
lamin -a wykonany zostanie antysymetryczny laminat o kodzie [- ap/ ap /- ap/ ap ] czy tez laminat o
kodzie [-a/ a/-a/ a/l-a/ a/-a/ o] Grubos¢ obu jest taka sama, ale ilo$¢ warstw w pierwszym
wynosi N=4, a w drugim N=8. Sprzezenie stanu tarczowego i gietnego w drugim przypadku bedzie
zatem mniej widoczne.

5.3.2. Laminaty o poprzecznym ufozeniu warstw, zrownowazone

Transformowane macierze sztywnos$ci dla warstw 0° i 90° majg postaci

- Q11 Q12 0
Q/=Q)= Qp O (5.88)
Q66
- Q22 Q12 0
Q,-;?O = Q,-?O: Q11 0
Q66

Przypomnijmy, ze kazdy laminat antysymetryczny, poprzeczny musi by¢ takze zréwnowazony, tak
wiec z rownan (4.39) i (4.41) wynikajg zaleznosci

V,=V3=V,=0 , V,=1 (5.90)

Korzystajac z tabeli 4.1 oraz réwnan (3.20), macierz sztywnosci tarczowej dla dowolnego laminatu
antysymetrycznego, poprzecznego mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

1 E
A lt=Anlt=—Q |1+=2 5.91
11 22 5 Yt ( EJ (5.91)
A12/t = Q12 A66/t = Q66 A16: A26: 0 (592)

Macierz sprzezen otrzymujemy z réwnania (4.26) z wykorzystaniem macierzy sztywnosci warstw 0° i
90° - row. (5.88). Zauwazmy, ze (4.26) dla laminatu poprzecznego mozna przedstawi¢ w postaci sumy

N2 N/2
B;=Q) Z (tk Zi)o +Qjf Z (tk 22)90 (5.93)
k=1 Kt

Ze wzgledu na to, ze kazdej warstwie 0° odpowiada warstwa 90° o tej samej grubosci, ale przeciwnym
znaku wspétrzednej srodka ciezkos$ci - musi zachodzi¢ relacja

N/2 N/2

Z(tk 25 :‘Z(tk 25 by (5.94)

k=1 k=1
taczac (5.93) i (5.94) otrzymujemy
N/2

B = (Q,‘-} —Q;‘-,’-O)Z (tk zi)o (5.95)

k=1
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Ostatecznie zatem elementy macierzy sztywnosci sprzezen dla dowolnego antysymetrycznego
laminatu poprzecznego wyrazajg sie zalezno$ciami

Bi2=Bgs=B1s=B2=0 (5.96)
N/2

B11=(Q11 —Qz) Z (tk Zi)o (5.97)
k=1

By, =—Byy (5.98)

Macierz sztywnosci zginania jest okreslona rownaniem (4.27), ktére w analizowanym przypadku
mozna zapisac jako sume dwoch cziondw, z ktérych pierwszy zwigzany jest z warstwami 0°, a drugi
warstwami 90°

0 o2  tp 90
D’/ ZQU tk Zk +E +Q’/
k=1 0 k=1

N/2 2 t3
(tk z5 +1’é] (5.99)
90

Wykorzystujac ponownie to, ze kazdej warstwie 0° odpowiada warstwa 90° o tej samej grubosci, ale
przeciwnym znaku wspotrzednej srodka ciezkosci, jak réwniez fakt wystepowania tych wspotrzednych
w obu sumach w réwnaniu (5.99) w drugiej potedze, tatwo wykaza¢ iz musi zachodzi¢ warunek

N/2 2 13 N/2 2 13 N/2 2t
t, zy +-51| = t, zp +-51| = t, zp +——= 5.100
Z ( Kk Zk 12} Z ( Kk Zk 12J Z Kk Zk t 5 ( )

k=1 0o k=1 90 k=1

Ostatnie z powyzszych wyrazen oznacza, ze sumowanie nalezy wykona¢ po wszystkich warstwach
lezacych po jednej stronie osi "z". taczac (5.99) i (5.100) otrzymujemy

0, A% - - 2ty
D= (Q,-j+Q,-j )Sk gdzie S,= Z (tk z$ +1;J (5.101)
k=1
Ostatecznie macierz sztywnosci gietnej ma sktadowe
Dy1 =(Qs1 +Qp2) Sk D22=D1y (5.102)
D12=2 Q4,5 Des=2 Qg6S«
Dig=Dys =0 (5.103)

+ Laminaty antysymetryczne, poprzeczne, regularne
Macierz sztywnosci tarczowej okreslona jest réwnaniami (5.91) i (5.92).

Macierz sztywnosci sprzezen wynika z wczesniejszych rozwazan tego rozdziatu oraz analizy
wspotrzednych srodkéw ciezkosci warstw 0°, ktoérg pozostawmy jako zadanie dla czytelnikéw. Jako
rezultat odpowiednich obliczen otrzymujemy nastepujaca posta¢ macierzy [B]

Q. t? (E,
B, == —= -1 B,,=-B 5.104
11 N | E 22 11 ( )
Bi2=Bgs=B1s=B2=0

Przy obliczaniu skitadowej By znak "+" obowigzuje woéwczas, gdy skrajng warstwg laminatu po

dodatniej stronie osi "z" jest warstwa 90°. W przypadku, gdy warstwg skrajng jest warstwa 0°, nalezy
wzig¢ By ze znakiem "-". Pokazano to na ponizszym rysunku.
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(5.104) znak + (5.104) znak -

90° 0°

Macierz sztywnosci zginania otrzymuje sie wprost z (5.101) i (5.102), po uwzglednieniu, ze grubosci
wszystkich warstw sg jednakowe ( t,=t /N ). Analizujac potozenie srodkéw ciezkosci warstw mozna
ponadto wykazac, ze zachodzi zwigzek

N/2202 :ﬁ (N2—1)
2 24 N
k=1 (5.105)
Wspétczynnik Sk wynosi teraz Si=t3/12, a elementy macierzy [D] wyrazajg si¢ zwigzkami
Qyq t° ( EQJ
D, = 1+ =% D2p=Dy4
24 E;
Qpp t° Qgs t°
D,, = Dgg =—2>— 5.106
12 19 66 19 ( )
D16=D2=0

Elementy macierzy sztywnosci tarczowej, sprzezen i zginania dla laminatow symetrycznych i
antysymetrycznych , katowych i poprzecznych przedstawiono w formie tabel w Dodatku 1.
5.4. Kompozyty quasi-izotropowe

Kompozytami quasi-izotropowymi okresla sie kompozyty o takiej budowie, Zze elementy macierzy
sztywnosci tarczowej [A] w dowolnym uktadzie odniesienia (x, y) spetniajg warunki

A11=A22 (5107)

A76: A26 (5108)
1

A66=§[A11—A12] (5.109)

Zauwazmy, ze w materiale izotropowym (por. pkt. 5.2.1) macierz sztywnosci [Q], jak i w konsekwengiji
macierz sztywnosci tarczowej [A] spetniajg takie wiasnie warunki. Formalne podobienstwo macierzy
[A] dla materiatéw izotropowych i pewnej szczegodlnej klasy kompozytéw sprawia, ze zostaty one
nazwane quasi-izotropowymi. Nazwa ta, jak to bedzie pokazane, jest w peini adekwatna takze i z tego
powodu, ze makroskopowo kompozyty quasi-izotropowe zachowujg sie jak materialy izotropowe, tzn.
ich charakterystyki materiatowe nie zmieniajg sie przy obrocie uktadu odniesienia. Sg to jednak w
dalszym ciggu kompozyty z ich wszystkimi charakterystycznymi cechami, jak choéby ta, Ze naprezenia
po grubosci zmieniajg sie skokowo od warstwy do warstwy (na skutek réoznych sztywnosci warstw), co
rézni je od "zwyktego" materiatu izotropowego - stad w nazwie przedrostek "quasi".

Klasycznym przyktadem kompozytu quasi-izotropowego jest kompozyt o matrycy zbrojonej losowo
roztozonymi wiéknami, co oznacza jednakowe prawdopodobienstwo ich rozmieszczenia w dowolnym
kierunku. Mozna takze wyobrazi¢ sobie zamiast jednej warstwy losowo zbrojonej, laminat o wielu
warstwach jednokierunkowo zbrojonych, ale losowo roziozonych po grubosci. W pierwszym przypadku
przyjmuje sie, a w drugim mozna to udowodnic, ze wspotczynniki okreslone rownaniem (4.41) zerujg
sie

V=0 i=1,2,3,4 (5.110)

Biorac to pod uwage oraz korzystajac z tabeli 4.1. mozemy wyznaczy¢ macierz sztywnosci tarczowe;.
Jej sktadowe majg postac
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A11/t=A22/t=U1 A66/t=U5 (5111)

A76:A26=0 A12/t=U4 (5112)
Spetnienie warunkow (5.107) i (5.108) jest natychmiast widoczne, za$ warunek (5.109) jest tatwy do

wykazania po wstawieniu za U; wielkosci wynikajacych ze zwigzkéw (3.20).

Zauwazmy, ze elementy macierzy [A] wyrazajg sie jedynie przez U4, U4 i U5, a zatem wielkoSci
niezmiennicze dla warstwy kompozytu przy jej obrocie wzgledem dowolnego uktadu odniesienia.
Stanowi to dowdd niezmienniczosci takze macierzy sztywnosci tarczowej, a jednoczesnie dowod
quasi-izotropowosci kompozytu.

Ceche quasi-izotropii posiadajg nie tylko wspomniane powyzej kompozyty o losowym rozkladzie
widkien w warstwie, czy tez warstw w laminacie, ale takze "standardowe" laminaty warstwowe o
bardzo specyficznym utozeniu warstw w przekroju. Podstawowe sekwencje warstw dla tej klasy
laminatéw majg kody [0/ +x /3 ]1i[ O/ xx /4 / 90 ]. Na ich bazie mozna tworzy¢ inne laminaty (np.
[60/0/-60],[90/45/0/-45]itp.) quasi-izotropowe.

Zauwazmy, ze w dla pierwszej sekwencji - katy miedzy kierunkami widkien wynoszg = /3 [rd], a dla
drugiej n /4 [rd] - pokazano to na rys. 5.2.

warstwa 0° warstwa 0°
warstwa 45° warstwa -45°
warstwa +60° warstwa -60°

60° 60° 45°| 45°

60° 60° warstwa 90° 459 45°

45° 45°
60° 60° 45°| 45°

Laminat typu =/ 3 Laminat typu =/ 4

Rys. 5.2. Podstawowe typy laminatéw quasi-izotropowych.

Liczba warstw w pierwszym przypadku wynosita trzy, a w drugim cztery. Uogdlniajac te spostrzezenia
mozna powiedzie¢, ze dowolny laminat o "m" grupach warstw (przez grupe warstw nalezy rozumie¢
zbior wszystkich warstw o tej samej konfiguracji, nie koniecznie potgczonych ze sobg w warstwe lub
warstwy), pomiedzy kierunkami ktérych zawarty jest kat n/m [rd] jest quasi-izotropowy, pod
warunkiem, ze objetosciowy udziat tych warstw czyni zado$¢ réwnaniom (5.110). Laminat o pierwszej
sekwencji warstw nosi w zwigzku z tym nazwe laminatu "= /3 ", a drugi "= /4 ".

W celu wyznaczenia quasi-izotropowych statych inzynierskich zastosujemy procedure opisang w pkt.
4.1.5 rozdziatu 4. Zapiszmy (5.111) - (5.112) w postaci macierzy

u, u, 0
Aj = U, 0 |t (5.113)
U5

Macierz odwrotna do macierzy [A] ma ogoélng postaé

A11 A12
Af-AL  Af-AL
Aj = /\121{714122 0 (5.114)
1
i Ass |
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Korzystajac z (5.113) i (5.114) wyznaczamy na podstawie rownan (4.44) poszukiwane quasi-
izotropowe state inzynierskie

EX=Ey=E:2U5(1+U4J (5.115)
Uy
U
ny:Vyx:V:U74 G,y=G=U;
1

Wyrazaja sie one poprzez niezmienniki, sg wiec niezalezne od konfiguracji laminatu, a zalezg jedynie
od rodzaju materiatu kompozytowego. Mamy wiec identyczng sytuacje jak dla konwencjonalnych
materiatéw izotropowych. Laminaty quasi-izotropowe majg nad nimi jednak te zalete, ze konstruujac
odpowiednio laminat (tzn. dobierajac wtasciwy materiat i utozenie warstw) mozna uzyskaé te same
wartosci statych inzynierskich co dla materiatu klasycznego, przy kilkudziesiecioprocentowej
oszczednosci na ciezarze - (patrz - przykfad 2).

5.5. Kompozyty o warstwach izotropowych

Rozwazmy bardzo szczegdlny przypadek materiatu kompozytowego, a mianowicie laminat
zbudowany z N warstw izotropowych. Ze wzgledu na izotropie rozréznianie zredukowanej i
transformowanej macierzy sztywnosci traci sens. Macierz sztywnosci dla "k-tej" warstwy ma zgodnie z
(5.14) posta¢

1 Vi 0
[Q]k= vi 1 0 Ky Ky =
0 0 (T-vy)l2

P (5.116)

Dla laminatéw o dowolnym utozeniu warstw macierze sztywno$ci tarczowej [A] , sprzezeh [B] i
gietnej [D] nalezy wyznaczy¢ z ogélnych wzoréow okreslajacych te macierze tzn. (4.25), (4.26) i
(4.27).

Laminatem symetrycznym nazywamy w omawianym przypadku laminat, ktérego warstwy
symetrycznie potozone wzgledem ptaszczyzny Srodkowej majg takie same grubosci oraz modut
Younga i wspétczynnik Poissona. Z ogdlnych rozwazan dotyczacych symetrii laminatow wynika, ze
macierz sprzezen [B] jest wéwczas macierzg zerowa. Inne istotne uproszczenia nie wystepuja.

5.6. Przykiady

¢ Przykiad 1

Wyznaczy¢ odksztatcenia i naprezenia w warstwach laminatu [0, 902]s wykonanego z kompozytu
grafit/epoksyd (T300/epoksyd Vicotex174), dla ktérego state materiatowe wynoszg E1=137 GPa,
E»=10.04, GPa, G1,=4.8 GPa, v12=0.3, poddanego dziataniu jednoosiowego obcigzenia o wartosci
N =1 MN/m. Grubo$é pojedynczej warstwy kompozytowej wynosi t4=2.5x 104 m.

Analizowany laminat jest symetryczny, w zwigzku z czym macierz sztywno$ci sprzezen [B] zeruje
sie (réwnanie (5.5)) - nie wystepuje w nim zatem sprzezenie stanoéw tarczowych i gietnych.
Biorgc pod uwage sposob jego obcigzenia stwierdzamy, ze mamy do czynienia wytacznie ze
stanem tarczowym tzn. wektor momentéw wypadkowych {M} = {0}. Nie uwzgledniamy ponadto
obcigzen termicznych, co oznacza, ze wektor sit termicznych {NT} = {0}.

Odksztatcenia wyrazajg sie zatem réwnaniem (5.11) zredukowanym do postaci

tef=[A]7 N} (5.117)

gdzie wektor sit wypadkowych ma postaé

N
{N}:{O} (5.118)

0
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1 N
warstwa 0°

warstwa 0°

Rys. 5.3. Laminat [0, 90,]g poddany jednoosiowemu rozcigganiu.

Odksztatcenia wyrazajg sie zatem rownaniem (5.11) zredukowanym do postaci

te}=[A]" (N} (5.117)

gdzie wektor sit wypadkowych ma postaé

N
{N}:{O} (5.118)

0

Na mocy zatozenia przyjetego w klasycznej teorii laminacji (rozdz. 4), odksztatcenia we wszystkich
warstwach sg takie same.

Naprezenia warstwowe sg rézne dla réznych warstw, ale state po ich grubosci. Wyznaczamy je z
réwnania (5.13), ktére w tym przypadku redukuje sie do postaci

~ —1
foh=al Al v} (5.119)
Tak wiec chca okresli¢ odksztatcenia i naprezenia nalezy wyznaczy¢ macierz sztywnosci tarczowej [A]

dla catego laminatu, a ponadto transformowane macierze sztywnosci [6] dla poszczegdlnych
warstw.

Wykorzystamy wyniki uzyskane w przykfadzie 1 rozdziatu 4 . Macierz sztywnosci warstwy w jej
gtownych osiach materiatowych ma postac (4.60)

137.91 3.03 0
[@Q]=| 3.03 10.11 0 |x10°[MPa] (5.120)
0 0 48

Macierze transformowane dla warstw 0° i 90° otrzymujemy wprost z (5.120) bez koniecznosci
stosowania zaleznosci transformacyjnych (tabela 3.2), co wynika z faktu, ze uktad osi materiatowych
(1, 2) warstwy 0° i uktad odniesienia (x, y) pokrywajg sie, a w przypadku warstwy 90° osie (1, 2)
"zamieniajg sie miejscami". Tak wiec transformowane macierze sztywno$ci majg sktadowe

13791 303 0
@, =| 3.03 1011 0 |x10°[MPa] (5.121)
0 0 48

10.11 3.03 O

@l =| 3.03 137.91 0 |x10% (MPa]
0 0 48
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Macierz sztywnosci tarczowej [A] dla laminatu [0, 905]g otrzymana przez pomnozenie macierzy
unormowanej (tab. 4.2 (dla n=2) - rozdz. 4, przykt. 1) przez grubosé laminatu t=6t4=1.5x10-3 [m],
ma postacé

79.06 4.55 0 MN
[A]=| 4.55 142.96 © {} (5.122)
0 0 72|Lm
zas$ macierz do niej odwrotna ma posta¢
126.72 4.0 0 -1
[A]" =| -4.0 70.08 0 [x107* [MN} (5.123)
0 0 1388.89 m
Korzystajac z réwnania (5.117) otrzymujemy nastepujace wartosci odksztatcen
£,=126.72x107*
£,=-4.0x107* (5.124)

7/xy:0

Naprezenia warstwowe obliczamy z réwnania (5.119) z uwzglednieniem transformowanych macierzy
sztywnosci (5.121). Ostatecznie naprezenia warstwowe wynoszg

1746 126.9
{o}o=134.4} [MPa] {o}g0=1-16.7} [MPa] (5.125)
0 0

W celu sprawdzenia poprawnosci uzyskanych wynikéw sprawdzmy warunek réwnowagi sit (na
jednostke dtugosci), ktéry ma postac

tt = No
N tI }m ) Neo

ty, = No N:2N0+ Ngo (5126)

Elementarne rachunki pozwalajg zapisa¢ rownanie rownowagi w postaci

ﬁ:2N0 2t0 +N90 tﬂ

(5.127)
t 2ty t tgg t
Lub w rownowaznej postaci naprezeniowej
O-X:GXOVO +GX90V90 (5128)

gdzie o, oznacza naprezenie wypadkowe, a v i vggp objetoSciowe udziaty warstw, odpowiednio
0°i90°, ktére wynoszg vg =1/3, vgg =2/3.

Wstawiajagc do (5.128) naprezenia warstwowe oyg i oyg9p ze zwigzkéw (5.125) otrzymamy
naprezenie wypadkowe

oy = 666.6 MPa

Odpowiadajaca mu sita wypadkowa, ktéra musi by¢ réwna wartosci obcigzenia zewnetrznego,
wynosi

N =0y t=1MN/m
i jest w istocie rowna sile obcigzajacej.

OkresIimy jeszcze redystrybucje sity zewnetrznej miedzy warstwy 0° i 90°. Sity te wynosza:
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NO = Ox0 2t0 = Ox0 2t1 = 0.873 MN/m
N90 = ox90 t9o = ox90 4t1 =0.127 MN/m

Wida¢ zatem, ze udziat warstwy 90° (dwukrotnie grubszej od tacznej grubosci warstw 0°) w
przenoszeniu obcigzenia jest bardzo maty - ok. 13%. Gtéwna role odgrywajg tu warstwy 0°, a wiec te,
w ktérych widkna sg réwnolegte do kierunku obcigzenia. Potwierdza to wspomniang w rozdz. 1
dominujgcg role witdkien w przenoszeniu sit, a zarazem znikome pod tym wzgledem znaczenie
matrycy (w warstwie 90° wtasnie matryca poddana jest dziataniu sity zewnetrznej). Problematyka ta
bedzie szerzej przedstawiona w rozdz. 7.

Zauwazmy jeszcze, ze mimo iz obcigzenie N dziata w kierunku osi x, to w obu warstwach pojawity sie
niezerowe naprezenia normalne oy,. Wobec braku sit zewnetrznych o kierunku osi y, wypadkowe
naprezenie oy musi by¢ oczywiscie rowne zero. Korzystajgc w odniesieniu do naprezen oy z
réwnania analogicznego do (5.128), tatwo sprawdzié, ze istotnie tak jest.

Z (5.124) widac tez, ze skutkiem symetrycznej budowy jest brak odksztatcen katowych laminatu.
¢ Przyktad 2.

Wyznaczy¢ charakterystyki materiatowe quasi-izotropowego kompozytu grafit/epoksyd o losowo
roztozonych warstwach ( badz losowo roztozonych wtéknach w warstwie ) o statych technicznych w
gtéwnych osiach materialowych wynoszgcych: Eq = 170 GPa, Ep = 10 GPa, G2 = 5 GPa, vq2 = 0.25

(vo1 =( E2/ Eq )vq2 = 0.0147).

Poszukiwane wielkosci wyznaczymy korzystajac z zaleznosci (5.115). Nalezy wiec najpierw obliczy¢
wartosci elementéw zredukowanej macierzy sztywnosci [Q] - roéwnanie (5.19), a nastepnie
niezmiennikow U4, Uy i Us - rownanie (3.20). W wyniku obliczen otrzymujemy

Q77 =170.63 GPa, Q22 = 10.037 GPa, Q12 =2.51 GPa, Qg6 =5 GPa,
U;=70.88 GPa, Uy =21.97 GPa, Us = 24.46 GPa.

Quasi-izotropowe state sprezyste wynosza

E = 64.1 GPa, v=0.31, G=Us=E/[2(1+ v)]=24.5 GPa.

Przegladajac tablice statych materiatowych konwencjonalnych materiatow izotropowych tatwo
zauwazy¢, ze powyzsze wartosci sg bardzo zblizone do charakterystyk aluminium, dla ktérego
wynoszg one

E~ 70 GPa, v~ 0.32, G ~ 26 GPa.

Tak wiec zamiast elementu aluminiowego mozna zastosowaé element kompozytowy quasi-zotropowy
o niemal identycznych cechach sprezystych, ale znacznie od niego Izejszy. W przypadku aluminium i
kompozytu grafit/epoksyd réznica w ciezarze wiasciwym wynosi ok. 40 procent !

¢ Przykiad 3.

Obliczy¢ unormowane macierze sztywnosci tarczowej [A] dla laminatéw [- 60, 0, 60] - typ A i [0, 90] -
typ B - w uktadach : wyjsciowym i obroconym wzgledem niego o 30°.

Wyjsciowy ukf. wspétrzednych (x, y) wynika wprost z kodéw laminatéw - pokazano to na ponizszym
rysunku.

laminat A laminat B

60° - 60°
90°
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Laminat A

Biorac pod uwage, ze objetosciowy udziat wszystkich warstw jest taki sam i wynosi 1/3, wszystkie
wspotczynniki okreslone réwnaniem (4.41) zerujg sie. Dzieki temu elementy unormowanej macierzy
sztywnosci tarczowej majg postaé

Aplt=Alt=U, Aplt=U, Aglt=Ug Aig =Ay =0

Wyrazajg sie one poprzez niezmienniki, a ponadto spetnione sg warunki quasi-izotropii (5.107)-
(5.109). Tak wiec laminat [-60/ 0/ 60] jest quasi-izotropowy.

Laminat B

Zastosowanie identycznej procedury, jak dla laminatu A prowadzi do nastepujacych rezultatéw
Vi=V3=Vy=0 V,=1

Aplt=Anlt=U;+U3 Aplt=U,-U;, Agslt=Us—-U 3 Aig =Ay =0

Dwa pierwsze warunki quasi-izotropii sg spetnione, natomiast warunek (5.109) nie jest spetniony, co
widaé po wykonaniu elementarnych obliczen.

Przechodzac do nowego uktadu (X', y') obréconego wzg. (X, y), powinniSmy uzyska¢ potwierdzenie
tego, ze laminat A jest quasi-izotropowy, a laminat B nie jest, tzn. macierz sztywnosci tarczowej dla
pierwszego powinna pozostaé nie zmieniona , a dla drugiego przeciwnie. W ukfadzie (x', y') laminaty A
i B majg kody odpowiednio [ 90/- 30/30 ] i [-30/60 ].

laminat A X' laminat B X'

30° -30° 60° -30°

90°

Postepujac wg identycznych zasad jak poprzednio, otrzymujemy dla laminatu A
V1 =V2=V3=V4=0

Macierz sztywnosci tarczowej nie ulega zatem zmianie przy obrocie uktadu, co oznacza, ze laminat
jest quasi-izotropowy.

W przypadku laminatu B

*

Vi=V;=0 V,=-05 V,=-0.866
A11/t=A22/t=U1 —0.5U3 A12/t=U4 +0.5U3 A66/t:U5 +O.5U3
A16/t :—0866 U3 A26/t :0866 U3

Macierz sztywnosci tarczowej w ukfadzie nowym rdzni sie od tej w uktadzie wyjSciowym, laminat B nie
jest wiec laminatem quasi-izotropowym.
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