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ROZDZIAL 4

NAPREZENIA | ODKSZTALCENIA W LAMINACIE
KLASYCZNA TEORIA LAMINACJI

Przedmiotem rozwazan tego rozdziatu bedzie laminat, rozumiany jako zbiér warstw trwale ze sobg
potaczonych. Warstwy w laminacie sg tak ustawione wzgledem siebie i zarazem przyjetego arbitralnie
uktadu odniesienia, aby uzyskac takie charakterystyki sztywnosciowe laminatu, ktére umozliwiajg
formowanie elementéw konstrukcyjnych zdolnych do przenoszenia obcigzenia o dowolnym kierunku.
O cechach sprezystych laminatu decydujg dwa czynniki - dobér materiatu, z ktérego ma on by¢
wykonany i sekwencja utozenia warstw w laminacie. Z punktu widzenia mechaniki interesujacy jest
tylko drugi czynnik, gdyz podstawowym zagadnieniem w analizie kompozytéw laminatowych jest to, w
jaki sposdb cechy indywidualnych warstw determinujg wiasnosci kompozytu. W odniesieniu do
pojedynczych warstw wprowadzono pojecie gtownych osi materialowych i zwigzanej z nimi
konfiguracji osiowej warstwy. O potozeniu tych osi decydowat kierunek widkien w warstwie. W
przypadku kompozytéw wielowarstwowych pojecie takie nie da sie z oczywistych powodow
zdefiniowaé, zatem ich opis zawsze odbywa sie w dowolnie przyjetym ukfadzie wspétrzednych, ktory z
punktu widzenia poszczegdlnych warstw jest z reguly uktadem nieosiowym. Metoda uwzgledniania
wiasnosci indywidualnych warstw tworzacych kompozyt i pozwalajgca na tej podstawie opisaé
wiasnosci kompozytu nosi nazwe klasycznej teorii laminacji. Niekiedy mozna spotka¢ okreslenie
klasyczna teoria plyt laminatowych, co jest uzasadnione faktem wykorzystywania w teorii laminacji
zatozen typowych dla teorii ptyt cienkich.

4.1. Klasyczna teoria laminacji
4.1.1. Zalozenia i podstawy teorii plyt cienkich

W klasycznej teorii laminacji przyjmuje sie nastepujace zatozenia

¢ laminat sktada sie z warstw potgczonych ze sobg w sposdb nierozerwalny, a potaczenia sg
nieskonczenie cienkie (majg zerowa grubosc) i nie zezwalajg na Scinanie miedzywarstwowe.
Oznacza to, ze odksztatcenia przebiegajace po grubosci kompozytu sg ciagte i zadna warstwa nie
moze przemieszczaé sie wzgledem innej (nie wystepujg poslizgi). Kompozyt jako cato$¢ tworzy
makroskopowo jedng warstwe, ale o wtasno$ciach bedgcych wypadkowg wtasnosci tworzacych
go warstw,

+ obowigzuje teoria ptyt cienkich, tzn. przyjmuje sie hipoteze Kirchhoffa-Love'a, méwiaca, ze

e linia prosta i prostopadta do powierzchni srodkowej pozostaje prosta i prostopadta po
przylozeniu obcigzenia dziatajgcego w ptaszczyznie Srodkowej (tzw. stan tarczowy), jak i
obcigzenia wywotujacego zginanie (tzw. stan gietny), co oznacza, ze w ukt. (x, y, z) - rys. 4.1

Yxz = Vyz=0 4.1)
e odcinek normalny do powierzchni srodkowej nie zmienia swojej dtugosci, tzn.
;=0 (4.2)

+ obowigzuje zatozenie o matych przemieszczeniach.

Na rys. 4.1 u, v w oznaczajg przemieszczenia w kierunku osi odpowiednio x, y, z. Przemieszczenia
punktéw powierzchni rodkowej w kierunku osi x oznaczono jako u,, a w kierunku osi z - w,,.
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Rys. 4.1. Przemieszczenie punktow w ptaszczyznie (X, y): A. stan poczatkowy, B. stan odksztatcony
Przemieszczenie dowolnego punktu C w kierunku osi x wynosi
u,=u,—a (4.3)
Na mocy zatozenia o matych przemieszczeniach
a=z,sinff=zz,p (4.4)
Réwnanie (4.3) ma wéwczas postac
Uo=U,~Z.B (4.5)

gdzie £ oznacza kat nachylenia stycznej do powierzchni srodkowej do osi x i wynosi

ow,
= 4.6
B x (4.6)
Dla dowolnego punktu "z"lezgcego wzdtuz grubosci laminatu, przemieszczenie w kierunku x wynosi
ow,
u=u.—7 4.7
° " ox (4.7)

Identyczne rozumowanie dla ptaszczyzny (y, z) pozwala zapisa¢ przemieszczenie punktu w kierunku
osi y w postaci

MW (4.8)
oy

Powyzsze zalezno$ci wynikajace z hipotezy Kirchhoffa powoduja, ze zlinearyzowane réwnania
geometryczne Cauchy'ego przyjmuja (w odniesieniu do ptyt) nastepujace postaci

V=V,—Z

ou du, _J%w,
_au_du, _, 4.9
Ex ox  ox ox? @9
2
p NV _Vo  ,TW, (4.10)
Yoy oy oy?
yy = CU Do Doy, W @11

_ﬂy ox oy 1704 ox oy
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Odksztatcenia okre$lone roéwnaniami (4.9)-(4.11) mozna zdekomponowa¢ na odksztatcenia
powierzchni srodkowej i krzywizny powierzchni $rodkowej, a odpowiadajgce im tensory odksztatcenia
zapisa¢ w nastepujacej postaci

+ tensor odksztatcen powierzchni srodkowe;j

au,
AN
gy = 3 0 (4.12)
p y
7 xy Uy , Vo
ay  Ox
+ tensor krzywizn powierzchni srodkowej
0% W,
o ox?
Ky 2
o 5 WO
: oy
X 2
Y 2w,
oxoy

Ostatecznie zatem tensor odksztatcenia zapiszemy w postaci sumy dwéch powyzszych

(o]

Ex ‘9())( K x
_ o o

Ey (=1E&y (T Ky (4.14)
o )
7 xy Y xy K xy

Istotnym wnioskiem ptyngcym z réwnania (4.14) jest ten, ze odksztatcenia zmieniajg sie po grubosci
laminatu liniowo. W dalszej czesci rozdziatu bedzie pokazane, ze w przypadku stanoéw tarczowych
(brak zginania) i dla okreslonych klas laminatéw sg wrecz state po grubosci.

Korzystajac z (4.14), réwnania fizyczne (3.14) mozna zapisac¢ dla "k-tej" warstwy laminatu w postaci

O x - 5?( - K?(
oy -l £y +alz Ky (4.15)
T xy K 7?(y K?(y

Jesli uwzgledni¢ liniowg zmiane odksztatcen po grubosci laminatu, fakt ze sztywnosci warstw go
tworzacych moga by¢ (i prawie zawsze sg) rézne, a takze zwigzek (4.15), to dla hipotetycznego
laminatu o zmiennych sztywnosciach warstw, rozklady odksztatcen i naprezen po grubosci laminatu
mogg wygladac tak, jak pokazano na rys. 4.2.

-2 1

-

t2 -

Rys. 4.2. Przyktadowy rozkfad naprezeh po grubosci laminatu.

56



ROZDZIAL 4

4.1.2. Wypadkowe sify i momenty w laminacie

Naprezenia w laminacie okres$la sie jako wielkos¢ usredniong naprezen warstwowych po grubosci
laminatu, tzn.

12

u ja dz (4.16)
—/2

gdzie o, oznacza "i-tg" sktadowg naprezenia $redniego w laminacie, aik - "i-tq" sktadowag naprezenia
w "k-tej" warstwie laminatu, zas$ ¢ jest gruboscig laminatu.

Zazwyczaj w miejsce naprezen srednich wprowadza sie pojecie sit i momentéw wypadkowych (sit i
momentéw na jednostke szerokosci przekroju). Sity i momenty wypadkowe w ptaszczyznie laminatu
pokazano narys. 4.3.

Sity i momenty wypadkowe okreslone sg nastepujgcymi réwnaniami
b
2
N,=oc;t= ja,-kdz sity wypadkowe w laminacie (4.17)
5
bz
2
M ;= _[0;( zdz momenty wypadkowe w laminacie (4.18)

2

[
MW [M

w,
S e,
N

y

y

Rys. 4.3. Sity i momenty wypadkowe w ptaszczyznie laminatu.

Korzystajac z addytywnosci catkowania i oznaczen jak na rys. 4.4 - przedstawiajagcym ukfad warstw w
przekroju laminatu - réwnania (4.17) i (4.18) mozna zapisa¢ nastepujgco

Nx % Oy N Z Ox

N, b= [1o,t dz=) j o, b dz (4.19)
ny —% Txy K k=1 Zk-1 Txy K

MX % Ox N z |9x

M, oy, 2zdz= z j oy zdz (4.20)
My| 2|7 ), oty ),

Na rys. 4.4 wprowadzono nastepujgce oznaczenia: z ¢ - srodek ciezkosci "k-tej" warstwy, t, - grubos¢
"k-tej" warstwy, t - catkowita grubo$¢ laminatu, N - ilo$¢ warstw w laminacie.
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Yy

1 i ZO = — t/2
t/2 |z zZy = t/2
v ptaszczyzna srodkowa
[y *Zk_1 =
Itk \4 ZN-1
t/2 2y

Rys. 4.4. Przekréj laminatu.

Po uwzglednieniu zwigzkéw fizycznych dla "k=tej" warstwy (réwnanie (4.15))- réwnania wypadkowych
sit i momentow - (4.19) i (4.20) - przyjmujg ponizsze postaci

NX N | Z {;‘)? N | Z K)(()

Ny p=>" J.[(j]k gy tdz |+ j[c?]k Kk, 120z (4.21)
ny k=1 Zy_4 7/)?}, k=1 Z_y K‘)?y

MX N | Z S)‘() N | Z K)?

My =" _[ [6]k &y 12dz |+ _[ [6]k kg 1z2dz (4.22)
Mxy k=11 z,, }/;()y k=1| z,., K')?y

Biorac pod uwage, ze transformowana macierz sztywnosci dla dowolnej "k-tej" warstwy nie zmienia
sie po jej grubosci (cho¢ oczywiscie moze sie zmienia¢ od warstwy do warstwy), mozna wylaczy¢ jg
przed znaki catek. Dalsze uproszczenia wynikajg z faktu, ze odksztatcenia i krzywizny powierzchni
Srodkowej sg takie same dla wszystkich warstw i nie zalezg od zmiennej z. Mogg wiec by¢ wylgczone
zarowno przed znaki sumowania jak i catek. Rownania (4.21) i (4.22) przyjma wéwczas postaci

Ny N Ex (& Ky

Ny + 5 Z[ Q ]k(z Kk~ Zk—1) g ¢+ ol Z[ Q ]k(Z,f -z f,1) Ky (4.23)
Ny | L AN <,

M, 1 N o £x 1 N o Ky

My =, >[a Lz -z 2,)h e t > a L2 -z 2, )1 xo (4.24)
Mxy k= y)?y k=1 K')C()y

W klasycznej teorii laminacji wprowadza sie nastepujace okreslenia na wyrazenia ujete w nawiasy w
réwnaniach (4.23) i (4.24)

¢ macierz sztywnosci tarczowej

N N
Aij =Z (Qij )k(zk— Zk—1): z (Qij )ktk (4.25)

k=1 k=1

¢ macierz sztywnosci sprzezen
N N

B =Y. (@) 22 -224)= 2 (@y)) iz (4.26)

k=1 k=1

4 macierz sztywnosci zginania
3

N N t
Dy =33 (@)l 28, )= 2 (@) ez + @.27)

k=1 k=1
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Ze wzgledu na symetrie transformowanej macierzy sztywnosci i postaci rownan okreslajacych
macierze [A], [B], [D], wszystkie te macierze sg oczywiscie, rowniez symetryczne.

Ogdlng procedure wyznaczania macierzy sztywnosci dla laminatu, sktadajacego sie z warstw tego
samego materiatu o statych inzynierskich E1, Eo, G12i v12 pokazano na rysunku 4.5.

Ostatecznie wypadkowe sity i momenty dla laminatu mozna przedstawi¢ w postaci

Ni| [Ar Az A llel | |Bir Biz Big || &y
Ny t=|Asp Apy Axs &) (HBra Boy By [k, (4.28)
Ny | [A1e Az Aes||7x | |Bie Bz Bes ||xyy
My By Bz Bis || &x Dis D, Dyg || &y
M, t=Bs; By Boslie,) (+{D12 Dy Dyg i Ky (4.29)
My | |Bis B2s Bes ||7x | |[P16 D2 Des ||xx,

lub tez w skréconej postaci symboliczne;j

{/\Af;} ) {/B\ ngi} (4.30)

Macierz Bj; wywotuje sprzgzenie stanu tarczowego i gietnego w laminacie. Tak wigc w ogdinym
przypadku laminatu o catkowicie dowolnej budowie - stanom tarczowym (dla przyktadu sita skupiona
dziatajaca w ptaszczyznie laminatu) towarzyszg stany gietne (zginanie, zwichrzenie) i odwrotnie.

W wiekszosci przypadkéw, typowych i najczesciej stosowanych klas laminatéw (przez klase rozumie
sie tu grupe laminatéw o specyficznym uktadzie kgtowym warstw i sekwencji ich utozenia),
przedstawionych w dalszej czesci rozdziatu, sprzezenie stanéw tarczowych i gietnych nie wystepuije,
w wyniku czego stany tarczowe mozna opisaé macierza sztywnosci tarczowej [A] , a stany gietne
macierza [D].

4.1.3. Podatnosc¢ w laminatach
W poprzednim rozdziale okreslono macierze sztywnosci dla laminatu. Pojawia sie naturalne pytanie o
posta¢ macierzy podatnosci.

W przypadku pojedynczej warstwy kompozytowej, czy to w konfiguracji osiowej, czy tez zupetnie
dowolnej, odpowiedz byta oczywista i prosta - macierz podatnosci jest macierzg odwrotng do
macierzy sztywnos$ci, odpowiednio - zredukowanej i transformowanej. W rozdziale 2 i 3 podano
odpowiednie "przepisy" okreslajace réozne postaci macierzy podatnosci.

W przypadku laminatu sytuacja jest bardziej skomplikowana. Aby to wykaza¢, wystarczy odwrdcié
zwigzki fizyczne w postaci (4.30). Odwrdcenie pierwszego z rownan daje

bo = [a] " iv)-[A] "[B] 431)

Podstawiajgc ten zwigzek do drugiego z réwnan (4.30) i dokonujac elementarnych przeksztatcen
otrzymujemy zwigzek miedzy krzywiznami powierzchni srodkowej i wypadkowymi sitami i momentami

bol=HI " m-[HTTBIAI IV [H]=[D)-[B]A]"[B] (4.32)

Réwnanie (4.31) po wykorzystaniu (4.32) przyjmuje postac

ko= (Al" + [l [BIH "[BIAT ) (N} + (AT [BIHT ) M) (4.33)

Wprowadzajgc nastepujgce oznaczenia macierzy wystepujacych w rownaniach (4.32) i (4.33)
[A1=[A]" + A [B]H] " [BIAT [8']=-{Al"[BIH]” (4.34)

[8"]=-{H]"BIA] " 5] D ]<HT
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otrzymujemy poszukiwane rownania odwrotne do (4.30) w postaci

g° A B'|[N
{Ko}z[B, D,HM} (4.35)

Otrzymane rezultaty pokazuja, ze zadna z macierzy [A'], [B'], [D'] nie jest macierzg odwrotng do
"odpowiadajacej" jej macierzy sztywnosci. Z tego wzgledu w odniesieniu do laminatu nie operuje sie w
0goinym przypadku pojeciem macierzy podatnosci.

Powyzsze komplikacje znikajg w przypadku laminatéw, w ktérych nie wystepuje sprzezenie stanu
tarczowego i gietnego, tzn. gdy macierz sztywnosci [B] = [0]. Z rdwnan (4.34) wynika, ze wéwczas

[A]=[A] [B]=[0] [0']=[D]" (4.36)

4.1.4. Macierze sztywnosci jako funkcje niezmiennikéw

Bardzo "zgrabny", a przy tym utatwiajacy zrozumienie charakterystyk sprezystych laminatu, sposéb
wyznaczania sktadowych macierzy [A], [B] i [D] wynika z zastosowania funkcji katéw wielokrotnych
i wielkosci niezmienniczych dla warstwy kompozytowej (rozdziat 3.2.1.).

Zilustrowany on bedzie na przyktadzie macierzy sztywnosci tarczowej [A]. Odgrywa ona w
mechanice kompozytow specjalng role, gdyz w przypadku laminatéw o budowie, ktéra eliminuje
sprzezenie stanu tarczowego i gietnego (tzn. [B] = [0] ), obcigzonych wytacznie sitami dziatajacymi
w ptaszczyznie laminatu, daje petny opis jego cech sprezystych - z réwnan (4.28), (4.29) pozostaje
bowiem woéwczas jedynie réwnanie

Ny Ar A As || ex

Ny, t=A A Axley

y (4.37)
N A16 A26 A66 °

y

Xy Vxy

Z sytuacjg opisang powyzej mamy czesto do czynienia w badaniach doswiadczalnych kompozytéw, w
ktérych z reguly znane sa sity, a mierzone odksztatcenia.

Ogodlne okreslenie elementéw macierzy [A] podaje réwnanie (4.25). Widac¢, ze w celu wyznaczenia
sztywnos$ci tarczowej nalezy skorzystaé z transformowanych macierzy sztywnosci dla wszystkich
warstw tworzacych laminat. W charakterze przyktadu, obliczymy skiadowg A 71. Korzystajac ze
wzorow transformacyjnych podanych w tab. 3.2 i réwnania (4.25) otrzymujemy

A11:6171t1+ ....... +61’¥tN:U1 b+ +U, ty+
+(U2COS 201t1 +. +U200$ 29NtN)+(U3COS401t1 +.. +U3COS4€NtN): (438)
=U,t+U, (cos 204t +....... +C0s 20ty )-O-U 3 (cos 40t +....... +Ccos 40t N)

Wprowadzmy pojecie objetosciowego udziatu warstwy w catym laminacie, zdefiniowanego jako

v, A, t

N
= D v =1 (4.39)
k=1

V, =——=——
Yoy, At

Roéwnanie (4.38) mozna wowczas zapisa¢ w postaci

A=t [U1+U2 (v1 C0S 204 +....... +Vy COS ZHN)+U 3(v1 cos40; +....... +V COS 46y, )j (4.40)
Wprowadzmy nastepujace wspoétczynniki, zalezne tylko od konfiguracji i udziatu objetoSciowego
warstw

N N
V, = zkaOSZHk V, = kacos4¢9k (4.41)
k=1 k1
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N N
V; = Z V. Sin 26, V; = Z VSin 26,
k=1 k=1

Kazdy z powyzszych wspotczynnikow, ze wzgledu na warunek (4.39), musi spetnia¢ nieréwnosci
—-1<V, <1 (4.42)
Pierwsza skladowa macierzy sztywnosci tarczowej (4.40) ma woéwczas postac

At =U; +UyV, +U3V, (4.43)

W analogiczny sposob mozna wyznaczy¢ pozostate sktadowe macierzy [A]. Przedstawiono je w
tabeli 4.1, ktéra ma identyczng strukture, jak tabela 3.2 dla transformowanej macierzy sztywnosci
warstwy. Tak wiec sztywnosci tarczowe laminatu mozna bezposrednio poréwnywaé z odpowiednimi
sztywnosciami tworzacych go warstw, co daje dobry obraz wplywu poszczegdlinych warstw na
sztywno$¢ globalng laminatu.

Nalezy tu jeszcze poczyni¢ krotkg uwage dotyczacq terminologii. Macierz [A], jak to juz powiedziano,
okresla sie mianem macierzy sztywnosci tarczowej, natomiast macierz powstatg przez podzielenie
wszystkich wartosci [A] przez grubosé laminatu ¢ - unormowang macierza sztywnosci tarczowej,
unormowang w tym sensie, Zze jej elementy majg taki sam wymiar, jak elementy macierzy
zredukowanej i transformowanej (tzn. wymiar naprezenia).

1 Uz Us
Aqq/t U1 vy Vo'
Ao/t U1 -Vq Vo'
Ao/t Uy 0 -Vy'
Ags/t Us 0 -Vy'
A/t 0 172 V3" V4
Aox/t 0 1/2 V3" -Vy4

TABELA 4.1. Unormowana macierz sztywnosci tarczowej laminatu.

1 State materiatowe dla warstwy w
gtéwnych osiach materiatowych
E1, B2, Gia, vi2
Zredukowana macierz sztywnosci
2 dla warstwy Row. (2.42)
Q11» Q22= Q12» Q66
X Wspotczynniki geometryczne )
AN . Uy, Uz, Us, Us, Us Row. (3.20)
y Transformowane macierze sztywnosci | Tabela 3.1
dla warstw k=1 ...N
Ak Ak Ak Ak Ak Ak lub
Q1. Q22 , Q2 , Qs » Qis » Q26 | Tabela 3.2
2 X
Réw. (4.25) lub (4.39)+(4.41)+tabl. 4.1
Macierze sztywno$ci dla laminatu Row. (4.26)
y [Al, [B], [D] o
Réw. (4.27)

Rys. 4.5. Ogdlna procedura wyznaczania macierzy sztywnosci dla laminatu.
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4.1.5. State inzynierskie

Ze wzgledu na mozliwosci doswiadczalnej weryfikacji statych inzynierskich, zostanie tu podany
sposob okreslania tych statych tylko dla laminatow, w ktérych nie wystepuje sprzezenie stanu
tarczowego i gietnego. Zaktada sie jednoczesnie, ze obcigzenie laminatu stanowig sity (naprezenia),
dzialajace w jego ptaszczyznie. Mowiac bardzo precyzyjnie, nalezatoby zatem méwi¢ o tarczowych
statych inzynierskich.

Korzystajac z odwréconego réwnania (4.27), zwigzku miedzy sitg wypadkowag i naprezeniem srednim
w laminacie (4.17), a takze wykonujac dla laminatu serie testow, analogicznych do tych, pokazanych
na rys. 3.5 dla pojedynczej warstwy, otrzymamy nastepujace zwigzki okreslajace state inzynierskie w
ptaszczyznie laminatu

[ gL Gt,= 1 4.44)
V)%,V = _A'21 t E)e n)%,xy :A’61 t E)% n}e‘xy =Aé2 t E}e

Pozostate inzynierskie wynikajg z symetrii macierzy [A'] i wynoszg

L L L
L L Ey L L GXy L L GX}’

Vyx =Vxy —[ NMxyx Mxxy 1 Mxyy Tyxy =1
EX Ex Ey

(4.45)

Procedura wyznaczenia statych inzynierskich w ptaszczyznie laminatu jest nastepujaca
¢ wyznaczy¢ macierz sztywnosci tarczowej [A] wg procedury pokazanej na rys. 4.5,

¢ wyznaczy¢ macierz [A'] przez odwrdcenie macierzy [A], zgodnie z zasadami odwracania
macierzy,

¢ wyznaczyC state inzynierskie wg (4.44) i (4.45).
4.2. Teoria laminacji z uwzglednieniem wplywu temperatury

W rozdziale 1.4.3 wspomniano o procesie utwardzania laminatu, ktéry zachodzi w temperaturze
powyzej stu stopni Celsjusza. Jezeli temperatura w jakiej laminat jest wykorzystywany rézni sie od
temperatury utwardzania to w analizie naprezen powinny by¢ uwzglednione efekty tym wywotane.

W liniowej teorii sprezystosci odksztatcenia catkowite sg sumg odksztatcen czysto mechanicznych i
odksztatcen cieplnych tzn.

&j :SI_/ O'j‘/‘a,' AT I,_/ :1;216 (446)

gdzie AT oznacza rdznice miedzy temperaturg eksploatacji, a temperaturg utwardzania, za$ «; sa
wspétczynnikami rozszerzalnosci cieplnej. W gtéwnych osiach materiatowych istniejg tylko

wspotczynniki rozszerzalnosci liniowej tzn. a1 i ao,
Zwigzek odwrotny do (4.46) ma posta¢
0 =Q;jle; —a,AT) i,j=126 (4.47)
Czion Q;; a; AT oznacza naprgzenia termiczne w stanie bezodksztatceniowym laminatu - tzw.
naprezenia resztkowe.
Tak wiec zwigzek fizyczny dla warstwy w gtéwnych osiach materiatowych ma postaé
(oF] Q11 Q12 0 &1 —6{1AT
Op = Q12 Q22 0 &Ep —azAT (448)
0'6 0 0 Q66 86

Biorac pod uwage laminat, naprezenia w jego "k-tej" warstwie, wyrazajg sie w osiach laminatu (x, y)
zwigzkiem
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Oy §11 §12 §16 Ex —axAT
o, 9Qp Qp Qx| & —a,AT (4.49)
Oy ), | Qe Qas Qes |, axyAT

gdzie ax, ay i axy to tzw. pozorne wspotczynniki rozszerzalnosci cieplnej, ktore otrzymuje sie

poprzez zastosowanie odpowiedniej transformacji (dodatniej lub ujemnej) wspétczynnikéw a1 i a2 ,
analogicznie jak dla tensora odksztatcen.

Zwigzek fizyczny (4.49) zapisany macierzowo w postaci

ol =|Q el - @ laheaT (4.50)
wraz z rownaniem (4.13), zapisanym dla "k-tej" warstwy

{ehe ={€°}+ Z{/<°} (4.51)

po zastosowaniu procedury identycznej z tg dla klasycznej teorii laminacji (rozdz. 4.1.2), prowadzi w
efekcie do wypadkowych sit i momentéw w postaci

Ny Air A A ||ex | [Bir Bz Bs || K Ny
N, t= A2 Az Ags &) +H B Bap Bos fxd t—4N, (4.52)
Ny | [As Az Ass |7y ) |Bie Bz Bes ||xgy| Ny
M, Bi1 By B16_ &x _D11 Di2 Dy X MI
M, t={Biy Byy Bog R el t+Dyy Dyy Do [ 5 =4 M, (4.53)
M,y Bis Bas B66_ 7’§y _D16 D26 Des K)?y M](-y
gdzie
N; N 611 C712 616 Oy
{NT}Z Ny t=ATY |Qp Qp Qu| 1a, ¢ t (4.54)
N)T(-y k1| Qe Q6 Qoo Py ],
oznacza wektor wypadkowych sit termicznych, natomiast
M; N 611 C7?12 616 Ay
{MT}z M) t=ATY [Qp Qg Q| {ay | tzg (4.55)
MTy k11 Qe Qs Qgp Oy ),

oznacza wektor wypadkowych momentéw termicznych.

Przenoszac w rownaniach (4.52) i (4.53) wypadkowe sity i momenty termiczne na lewe strony, mozna
je traktowac jak rownowazne sity i momenty mechaniczne. Réwnania te przyjmujg wowczas postaci

{N}={N + NTHA] {8°}+ [B] {Ko} (4.56)
W) =w+ M7 |BJe + D] | (4.57)

Wielkosci IV,- i l\7,- noszg nazwy, odpowiednio - fikcyjnych sit i momentéw wypadkowych. Podobnie
jak w klasycznej teorii laminaciji - (4.56) i (4.57) mozna zapisa¢ wspolnie w postaci

e ol
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lub tez po odwréceniu

s o)l

przy czym macierze [A'], [B'], [D'] okreslone sg rownaniami (4.34).

(4.59)

4.3. Przyktady

¢ Przykiad 1

Wyznaczy¢ wartosci statych inzynierskich dla laminatu o kodzie [0, 90,]s W zalezno$ci od ilosci
warstw 90° dla kompozytu grafit/epoksyd (T 300 / epoksyd Vicotex 174), dla ktérego state
materiatowe wynoszg E41=137 GPa, E»=10.04 GPa, G12=4.8 GPa, v12=0.3.

W zwigzku z symetrig laminatu wartosci statych inzynierskich mozemy wyznaczymy z réwnanh
(4.44). Wymagajg one znajomosci macierzy sztywnosci tarczowej [A]. Do jej okreslenia
wykorzystamy procedure pokazang na rys. 4.5.

e Zredukowana macierz sztywnosci dla pojedynczej warstwy jest okreslona réwnaniem (2.42). Ma
ona nastepujaca postaé

137.91 3.03 0

[@]=] 3.03 1011 o0

0 0 438

[GPa] (4.60)
e Zrownan (3.20) obliczamy wartosci wspotczynnikow U; . Otrzymujemy wowczas (w [GPa])

Uy = 58.665 U, =63.902 U3 =15.344 Uy;=18378 Us =20.144
e Zréwnan (4.39) i (4.41) wyznaczamy parametry geometryczne laminatu.

Uwzgledniajac, ze ogdlna liczba warstw wynosi N = 2n+2, liczba warstw 0° - 2, a warstw 90°
-2n, objeto$ciowe udziaty warstw 0 i 90 oraz wspétczynniki V;* , wynosza:

Vo=2/(2n + 2) Vgo=2n/(2n + 2)
V1*:VO-V90:(2-2FI)/(2FI+2) V3*:V4*:0

¢ Elementy macierzy sztywnosci tarczowej [A] /t wyznaczamy z tabeli 4.1 ( w [GPa]).

V2*:VO+V90:1

Elementy A7o i Agg nie zalezg od objetosciowych udziatéw warstw i wynoszag
Ago/t=3.034 = Qq> Ags/t = 4.8 = Qg

elementy A;6 i Aog ze wzgledu na zerowanie sie V3 i V4 sgrowne zero
elementy Aq4i Aoo zalezg od udziatu warstw i wynoszg

Aq4/t=74.009 + 63.902 V¢~ Aoy/t=74.009 - 63.902 V1~

o Dalsze obliczenia przebiegajg juz dla konkretnych wartosci n. W tabeli 4.2 podano wartos$ci
skladowych unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej w zaleznosci od liczby n
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n \/1’r A11/t Agg/t A12/t Ass/t
0 1 137.911 10.107

1 0 74.009 74.009

2 -0.333 52.708 95.3108

3 -0.5 42.058 105.960 3.034 4.8
4 -0.6 35.668 112.350

10 -0.8181 21.726 126.292

20 -0.9048 16.190 131.828

Tabela 4.2. Unormowane macierze sztywno$ci tarczowej dla laminatu [0, 90,]s
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o Obecnie nalezy znalez¢ macierze odwrotne do macierzy [A] dla kolejnych "n", a nastepnie znalez¢
wartosci statych inzynierskich z relacji (4.44) i (4.45). Niezerowe state inzynierskie przedstawiono
na rysunku 4.6.

Analize wynikéw pozostawmy czytelnikowi - zauwazmy jedynie, ze dla n=0 laminat skfada sie z
dwéch warstw 0° i wartosci statych inzynierskich sg takie same jak dla pojedynczej warstwy
kompozytowej w konfiguracji osiowej (patrz - state materiatowe w temacie zadania).

140 ¢ 5@ 0.3
_ +— 137 > _ T s
® 120 h-----~-— - —-—-------——-——- © n
o o 4fk-------- —— GXy |----— - 0249
O o bl ¥ O &
';' ';' —@— nixy Q
-2 .. T __ B <
D g bl TR c 3 0.18'5
5 © 3
o £ =

> 60 e RPN - U [ 0.12
> s dlan=2 nixy=0.032 S
S 40 pH--@0- - _g Y
3 o 1} *1/ 7777777777777777 L 0.06 @
E 0 1004 E 5
d « 100 3

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
liczba warstw 90° "n" liczba warstw 90° "n"

Rys. 4.6. Zaleznos¢ statych inzynierskich od liczby warstw 90° dla laminatu [0, 90,1

¢ Przykiad 2

Wyznaczy¢ wartosci statych inzynierskich dla laminatu o kodzie [ 0, o, -a. ]¢ w zaleznosci od kata o
dla kompozytu grafit/epoksyd (T300/epoksyd Vicotex174), dla ktérego stale materiatowe
wynoszg E1=137 GPa, E»=10.04 GPa, G1,=4.8 GPa, v12=0.3.

/N X

+o | —Oo

Rys. 4.7. Orientacja warstw w laminacie [ 0, a , -a ] -
Ro.zpa.try.wany materiat jest identyczny jak w przyktadzie 1, zatem wspdtczynniki U; nie ulegajg
zmianie i wynoszg :
e U;=258665 U, =63902 U3=15344 U ,4=18378 U5=20.144
o Zréwnan (4.39) i (4.41) wyznaczamy parametry geometryczne laminatu.

Udziaty objetosciowe warstw wynoszg : v, = 1/3, v, =1/3, v_,=1/3

Wspétczynniki V;* wobec symetrii funkcji cos x i antysymetrii funkcji sin x wynosza
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V;"=0.333 (1+2cos2a) V, =0.333(1+2cos 4a) V3'=V, =0
e Elementy unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej [A] /t wyznaczamy z tabeli 4.1 (w [GPa]) :
elementy A;gi Ao ze wzgledu na zerowanie sie V3" i V4" sg réwne zero, za$ pozostate elementy
zalezg od wartosci kata « i wyrazajg sie rownaniami
Aji/t=Uq1+Vi U+ Vo Us
Aso/t=Uq1-Vi Uos+ Vo Us
A/t=Uy4 -V Uj
Age/t=Us -V Us

o Dalsze obliczenia przebiegajg juz dla konkretnych wartosci kata « . W tabeli 4.3 podano wartosci
skladowych unormowanej macierzy sztywnosci tarczowej w zaleznosci od kata a.

a 78 V" Aqqi/t Ao/ t Aqo/t Ags/ t
0 1.0 1.0 137.911 | 10.107 3.034 4.8

15 0.911 0.667 | 127.114 | 10.685 8.144 9.910
30 0.667 0 101.288 | 16.042 | 18.378 | 20.144
45 0.333 -0.333 | 74.835 | 32.276 | 23.488 | 25.254
60 0 0 58.665 | 58.665 | 18.378 | 20.144
75 -0.244 0.667 53.307 | 84.492 8.144 9.910
90 -0.333 1.0 52.730 | 95.288 3.034 4.8

Tabela 4.3. Unormowane macierze sztywnosci tarczowej dla laminatu [ 0, o, -a ]g

Ostatni krok to znalezienie macierzy odwrotnych do macierzy [A] dla kolejnych katow « , a
nastepnie wyznaczenie wartosci statych inzynierskich z relacji (4.44) i (4.45). Niezerowe state
inzynierskie przedstawiono na rysunku 4.8.

0

15 30 45 60 75 90 105

kat o

137

140 gk 105 1.2

120 L 90 =
r— 3 o 0.96 £
& 100 - 75 3 S o

o

o 2 K =
= 80 60 S c 072G
i m e o
5 60 45 S, S 0.48 ©
3 o) B w
9 40 L300 9 s 03 &
£ 9, 3 |

20 15 2 $0%8

>| 10.04
0 0 0

kat o

Rys. 4.8. Zalezno$¢ statych inzynierskich dla laminatu [ 0, a , -a. ]5 od kata o .

Zauwazmy, ze analizowany laminat w przypadku, gdy kat o =0° sktada sie z 6 warstw 0°. Podobnie
jak to miato miejsce w przyktadzie 1 dla dwodch takich warstw tak i teraz state inzynierskie sg
identyczne jak dla pojedynczej warstwy 0°.
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W przypadku, gdy kat o =90° laminat ma kod [0, 90,]s, a wiec taki sam, jak laminat w przykfadzie 1
dla n=2. Wartosci statych inzynierskich dla tego przypadku, uzyskane w obu przyktadach,
pokazano na rys. 4.6 i rys. 4.8. Wida¢, ze sg takie same, co potwierdza poprawnos¢ uzyskanych
wynikow.

Wykresy zamieszczone w obu przyktadach pokazuja, jak silnie state sprezyste zalezg od uktadu
warstw laminatu, a jednoczes$nie wskazujg jak wazng role ma do spetnienia projektant, ktéry
znajgc wymagania stawiane konstrukcji moze tak dobraé budowe laminatu, aby spetni¢ je
optymalnie.

¢ Przykiad 3

Wyznaczy¢ rozktady naprezen i odksztatcen w belce o przekroju prostokgtnym, poddanej
zginaniu momentem M' i rozcigganiu sita podiuzng N'. Belka skiada sie z dwu warstw
izotropowych o modutach sprezystosci E1=200 GPa, E»=120 GPa, v{=v2=0.3 (podane state
odpowiadajg odpowiednio stali i miedzi).

Belka stanowigca przedmiot zadania jest szczegoinym przypadkiem belki laminatowej, sktadajacej sie
z dwu warstw izotropowych. Teoria laminacji umozliwia uzyskanie rozwigzania dla belek o catkowicie
dowolnym uktadzie warstw kompozytowych, dlatego celowe jest przypomnienie ogélnych zaleznosci,

ktére nastepnie wykorzystamy dla przypadku szczegolinego. Obcigzenie i uktad osi dla belki pokazano
narys. 4.9.

NX

A\ P

Rys. 4.9. Belka laminatowa poddana zginaniu i rozcigganiu.

¢ Sily i momenty wypadkowe (patrz rys. 4.3)

N'Ib M'Ib
IN}=2 0 M}=1 0 (4.61)
0 0
e Rownania fizyczne
N) [A B][<° | [A BT[N
e ofls ol
gdzie
[H]=[p]{B][Al "[B] (4.63)
[A]=[A]" +[A][B][H][B][A]” (4.64)
8]=-{Al"[B][H]” (4.65)
[D'] :[H]# (4.66)
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e Macierze sztywnosci

N P

[A]=Y " [@ it (4.67)
k=1
N P

B]=> [a]; ti z¢ (4.68)
k=1
N . t3

D] =§ [ ]{tk 2 +1"2J (4.69)

Dla czesto stosowanych laminatéw o jednakowej grubosci wszystkich warstw, zwanych laminatami
regularnymi macierzy te mozna przedstawi¢ znacznie prosciej. Przyjmujac, ze liczba warstw wynosi
N, a ich grubosci t=t/N (k=1...N) - wspéirzedne srodkdéw ciezkosci mozna wyrazi¢ nastepujgco

y
c_2k-N-1 X 2
Zk_ N t < ttk ----- — ____lzkc t
N A 4
\ V4
zas macierze sztywnosci przyjmujg postaci
t
[A]= N @], (4.70)
k=1
2 s
B]= ", S lal(2k-n-1) (4.71)
2N P
t3 N e 2
pl= £ S [all+3k-n-1p) (4.72)
12N P

e Odksztalcenia laminatu
{e}= {50 }+ z {x} (4.73)
te=[[al+z[B]) N [B]+ D] ) M} ] (4.74)
¢ Naprezenia warstwowe

{U}k = [6Jk {5} (4.75)
loh = K lajk [A]+ 2 [5Jk [B'] ){N}*( [5Jk [B]+2z [5Jk D] ){M}J

Dobrym sprawdzianem poprawnosci powyzszych relacji jest zastosowanie ich do przekroju
jednowarstwowego. Niezaleznie od tego czy warstwa jest izotropowa, czy tez ortotropowa, a w tym
drugim przypadku niezaleznie réwniez od jej orientacji wzg. uktadu odniesienia (X, y), macierz
sprzezen [B] jest macierza zerowg, co prowadzi do nastepujgcych relaciji

[A]=t[a]

p)-! o]
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[H]<D] (4.76)

Podstawiajgc te zwigzki do réwnania okreslajgcego naprezenia warstwowe, po elementarnych
przeksztatceniach otrzymujemy
_N' M o =0

:’Z'X

oy =—+—2Z y y (4.77)
A,
gdzie
A=>bt pole przekroju poprzecznego
_bt?

rrs moment bezwtadnosci przekroju
12

OtrzymaliSmy zatem dobrze znane 2z wytrzymatosci materiatdbw rozwigzanie dla przekroju
mimo$rodowo rozcigganego.

Przystgpimy obecnie do wyznaczenia naprezen i odksztalcen w belce dwuwarstwowej, bedace;j
tematem zadania - rys. 4.10.

t/2 Rys. 4.10. Przekroj belki dwuwarstwowej

Ze wzgledu na izotropie, zredukowana i transformowana macierze sztywnosci dla pojedynczej
warstwy sg takie same. Korzystajac z (2.42) otrzymujemy macierze o nastepujacych sktadowych

219.8 659 0
@] =| 659 2198 0 |x10° [MPa] (4.78)
0 0 769

131.9 39.6 0 ]
@], =| 39.6 131.9 0 |x10% [MPa]
0 0 46.2]

Dalsze obliczenia polegajg na wyznaczeniu macierzy sztywnosci oraz wykonaniu operacji odwracania
i mnozenia macierzy, prowadzacych do znalezienia odksztatcen i naprezen. Oznacza to w praktyce,
ze nawet w najprostszej sytuacji (2 warstwy izotropowe) niezbedne jest uzycie odpowiedniego
oprogramowania komputerowego. Pominiemy tu wszystkie wyniki posrednie i ograniczymy sie do
podania koncowego wyniku.

Naprezenia w warstwie goérnej "1" wynoszg

oy =|1.31 M-ﬁ-@ﬁz +10.082t M +1.31 M z (4.79)
A t A l, l,

O'y1 :Txy1 =0

69



J. German: PODSTAWY MECHANIKI KOMPOZYTOW WLOKNISTYCH

Naprezenia w warstwie dolnej "2" majg wartosci

Oyo = 0.7QE+EMZ + 0.049tM+0.784M (4.80)
A t A l, l,

Uyz = Txy2 =0
Jak wida¢ z podanych rozwigzan, niezerowe sg jedynie naprezenia normalne podtuzne. Wyrazenia

ujete w pierwszym nawiasie dotyczg wytacznie rozciggania, a w drugim wytgcznie zginania. Wykresy
naprezen odpowiadajacych tym dwom przypadkom przedstawiono, odpowiednio, na rys. 4.11i 4.12.

1.31 0.83
1 —
X
1.31 N o
|+ RCRuA oM x (N'/A)
? H @
079 0295 1085
Rys. 4.11. Naprezenia normalne przy rozcigganiu.
0.02 oess . _0s13
1
X M
—+ ] = ] oy x(Mt/Iy)'1
2
0049 0392 0441

Rys. 4.12. Naprezenia normalne przy zginaniu

Przedstawione wykresy moga w pierwszym momencie budzi¢ zaskoczenie. W przypadku rozciggania,
widaé ze oprdocz naprezen skokowo zmieniajgcych sie w miejscu potaczenia warstw (skutek réznych
sztywnos$ci warstw), ale statych na ich wysokosci, wystepujg naprezenia o liniowym przebiegu,
charakterystyczne dla zginania. Jest to bezposredni skutek sprzezenia stanu tarczowego i gietnego.
Zauwazmy, ze naprezenia wywofane efektem sprzezenia nie sg bynajmniej pomijalnie mate w
stosunku do naprezen wynikajgcych wytacznie ze stanu tarczowego.

Poprawno$¢ uzyskanego rozwigzania potwierdza obliczenie sity wypadkowej, jakg uzyskuje sie w
wyniku scatkowania naprezen po przekroju poprzecznym. Otrzymujemy

N t N' t ,
W =0.5(1.085 + 0.79)Z S b+05 (0.83 +1'31)? S b=N

Sprzezenie stanu tarczowego i gietnego widoczne jest takze w przypadku naprezen normalnych
wywotanych wytgcznie zginaniem. Tu oprécz sktadowej liniowo zmiennej po wysokosci, wystepuje
dodatkowo sktadowa stata na wysokosci warstwy, charakterystyczna dla rozciggania. Jest ona jednak
znikomo mata w stosunku do tej pierwszej.
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Takze w tym przypadku sprawdzmy warunek rownowagi. W wyniku scatkowania naprezen otrzymamy
moment wypadkowy

2 I, 232 2 I, 232
LooqoMtt gt T pggpMEL 2t Wy
I, 274" 2 I, 232

Wystepowanie sprzezenia lub tez jego brak jest scisle zwigzane z budowg laminatu. Warunki, jakie
musi on spetniaé, aby sprzezenie stanu tarczowego i gietnego nie wystepowato, beda szczegdtowo
przedstawione w rozdziale 5.

Odksztatcenia laminatu wyrazajq sie zwigzkami

' -7 ' -7
e, =N 656x107 + 42107 | M1, 083,107 4 0937107, (4.81)
A t I, t
’ -7 ’ -7
e, = Nl19.7x107 147107 /| M1 035107  19:6X707 (4.82)
A t I, t
Yy =0 (4.83)

Rozktady odksztatcen liniowych, podtuznych i poprzecznych, przedstawiono na rys. 4.13 i 4.14.

. Mt
N 7 Mt
41.1x107 286X 1070
1
X
— e
2
90.1x 107 N 36.7x 107 M't
z A I
y
Rys. 4.13. Rozktad odksztatcen podtuznych.
12.35x 107 i B
1
o+ —+
y
2
34.4x10'7% 11.03x10-7¥
z y

Rys. 4.14. Rozktad odksztatcen poprzecznych.
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¢ Przykiad 4

Walcowy zbiornik cisnieniowy (rys. 4.15) wykonano metoda nawijania obwodowego i $rubowego
(patrz - rozdz. 1) z wysokowytrzymatego kompozytu grafit/epoksyd w taki sposéb, ze uzyskano
sekwencje warstw opisang kodem [03/+60/-60]g. Wyznaczyé maksymalne cisnienie, jakie moze
przenies¢ zbiornik, jezeli odksztalcenie obwodowe (réwnoleznikowe) nie moze przekroczyé 1%.
Obliczy¢ wielkos¢ odksztatcenia potudnikowego, odpowiadajgcego cisnieniu maksymalnemu.

Promien zbiornika wynosi R=0.5 m, grubos¢ pojedynczej warstwy t,=0.15 mm, state inzynierskie dla
pojedynczej warstwy przyjmujg wartosci (tab. 2.2): Eq=145 GPa, E»=10 GPa, G4,=4.8 GPa,
v12=0.25.

Z teorii powtok, ktérych szczegdinym przypadkiem jest cienkoscienna powtoka obrotowa w postaci
walca, obcigzonego cisnieniem wewnetrznym p wynika, ze stan naprezenia w powtoce okreslony jest
naprezeniem obwodowym (réwnoleznikowym) ox i osiowym (potudnikowym) oy, opisanymi
nastepujgcymi rownaniami

oy =P ’f (4.84)
1 R
oy =3P (4.85)

gdzie R jest promieniem warstwy $rodkowej powtoki walcowej.
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Rys. 4.15. Uktad warstw i naprezenia w cienkosciennym kompozytowym zbiorniku ci$nieniowym.

W celu rozwigzania zadania nalezy najpierw okres$li¢ macierze sztywnosci dla laminatu w uktadzie
odniesienia (x, y). Ze wzgledu na symetrie utozenia warstw macierz sztywno$ci sprzezen [B] jest
macierzg zerowg. Stan naprezenia w powtoce jest tzw. stanem btonowym, co oznacza, ze nie
wystepuja momenty zginajace, a zatem wektor momentéw wypadkowych {M} jest wektorem
zerowym. Ostatecznie rownanie fizyczne (4.35) po uwzglednieniu (4.36) upraszcza sie do postaci

le}=[A]" N} (4.86)

Macierz sztywnosci tarczowej [A] wyznaczymy obliczajac kolejno: skladowe macierzy sztywnosci [Q]
dla warstwy w jej osiach materiatowych (réw. (2.42)), wspoétczynniki materiatowe (3.20), wspotczynniki
geometryczne (4.39), (4.41) i wreszcie, korzystajac z tab. 4.1

¢ macierz sztywnosci warstwy
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145.63 2.51 0

[@Q]=| 2.51 10.04 0 |[GPa] (4.87)
0 0 48

¢ wspotczynniki materiatowe
Uy =61.40 U, = 67.80 Us =16.43 Uy =18.94 Us = 21.23 [GPa] (4.88)
¢ objetosciowe udziaty warstw
vo=0.6 V.60 = V+60 = 0.2 (4.89)
¢ wspotczynniki geometryczne (4.41)
V, =0.4 V, =0.4 V, =V, =0 (4.90)
¢ macierz sztywnosci tarczowej

1426 186 O
[A]=| 186 61.3 0 [x1073 [GN/m] (4.91)

0 0 22.0
¢ macierz odwrotna

730 -2.22 0
[A]"T=|-222 1699 0 [GN/m] -1 (4.92)
0 0 4545

Odksztatcenia w powtoce zbiornika okreslone sg zatem zwigzkiem

e ] [730 -222 0 T[N,

e, +=|-222 1699 0 |{N,

Yy 0 0 4545||N,,

(4.93)

przy czym sktadowe wektora sit wypadkowych zwigzane sg ze sktadowymi tensora naprezenia
réwnaniami

Ny=o,t=pR Ny=0,t=05pR Ny, =0 (4.94)

Maksymalne cisnienie, jakie moze przenies¢ zbiornik wynika z warunku narzuconego na wartosc
dopuszczalng odksztatcen obwodowych w nastepujacej postaci

£,=7.30 pR-2.22x0.5 p R=3.095 p=0.01 (4.95)

Ostatecznie wiec maksymalne dopuszczalne cisnienie wynosi
p =323 MPa (4.96)

Odksztatcenie potudnikowe przy takiej wielkosci cisnienia wynosi

g, =(~2.22 +16.99x 0.5)x 3.23x 107> x 0.5 = 0.0101 =1.01 % (4.97)
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