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ROZDZIAL 3

ZWIAZKI FIZYCZNE DLA MATERIALOW ORTOTROPOWYCH
KONFIGURACJA NIEOSIOWA

W rozdziale tym zostang przedstawione réwnania fizyczne dla materiatéw ortotropowych w plaskim
stanie naprezenia, w ukfadzie wspodtrzednych dowolnie zorientowanym wzgledem gtéwnych osi
ortotropii. Przedmiotem analizy bedzie pojedyncza warstwowa kompozytu zbrojonego widknami
jednokierunkowymi. W oparciu o odpowiednie relacje transformacyjne z konfiguracji osiowej do
nieosiowej, wyprowadzone beda postacie macierzy sztywnosci i podatnosci w konfiguracji nieosiowe;j,
odgrywajace podstawowg role w klasycznej teorii laminacji, a takze analizie wytrzymatoSciowej
kompozytéw. Sktadowe tych macierzy beda takze okreslone w funkcji statych inzynierskich.

3.1. Transformacje tensorow naprezenia i odksztatcenia

Przypomnijmy, ze w rozdziale 1.4 wprowadzone zostaty pojecia konfiguracji osiowej i nieosiowej
warstwy kompozytu. O typie konfiguracji decyduje ustawienie widkien, czyli zarazem potozenie
gtéwnych osi materiatowych (1, 2) wzgledem dowolnego uktadu odniesienia (X, y). Pokazano to na
rys. 3.1.

A2,y 2 AY 1

\ warstwa +0
1, x / +0

konfiguracja osiowa konﬁguraCja nieosiowa

\j

\J
x

(1, 2) — gtéwne osie materiatowe (x, y) — dowolny uktad odniesienia

Rys. 3.1. Konfiguracja osiowa i nieosiowa warstwy kompozytu.

W kompozytach - bedacych zbiorem warstw o dowolnej orientacji wzgledem przyjetego ukfadu
odniesienia, okreslonej w kodzie laminatu katem dodatnim lub ujemnym (np. potozenie warstwy w
prawej czesci rys. 3.1 okresla w uktadzie odniesienia (x, y) dodatni kat 0) - istotnym czynnikiem we
wszelkich przeksztatceniach zwigzanych z transformacjami tensoréw naprezenia i odksztatcenia jest
bardzo staranne podejscie do znakéw tych katéw. Wprowadzono w zwigzku z tym pojecia tzw.
dodatniej i ujemnej transformac;ji tensora. Powiedzmy to wyraznie - oba pojecia zwigzane sg wytacznie
z transformacjami tensorowymi i majg w zwigzku z tym charakter uniwersalny - w zadnym stopniu nie
nalezy ich traktowaé jako poje¢ wynikajacych z mechaniki kompozytéw, cho¢ sg w niej ogdlnie
stosowane.

36



ROZDZIAL 3

W celu wyjasnienia tych poje¢ przyjmijmy dwa dowolne uktady wspotrzednych (xq, yq) i (X2, y2),
obrécone wzgledem siebie o dowolny kat 6 - pokazano to na rys. 3.2. O transformacji dodatniej
mowimy wowczas, gdy obrot wyjsciowego ukiadu wspohrzednych do uktadu, do ktérego
transformujemy dowolny tensor, nastepuje przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. W przeciwnym
przypadku méwimy o transformacji ujemnej. Obie transformacje pokazano na rys. 3.2.

y2 Ay X2 Y2 A Y1 Xo

0 \e
»X1 »X1

transformacja dodatnia transformacja ujemna

Rys. 3.2. Dodatnia i ujemna transformacja uktadu wspoétrzednych.
W mechanice kompozytéw transformacje te stosuje sie dla tensoréw odksztatcenia i naprezenia, a

wigc tensoréw Il rzedu. Przypomnijmy, ze sktadowe dowolnego tensora aj; rzedu ll, transformujg sig
przy obrocie uktadu wspotrzednych zgodnie z nastepujaca zaleznoscig

a,,'j za,-k (Zj/ ak/ (31)

gdzie «; sg elementami macierzy przejscia , a iloczyny ay o tworza macierz transformacyjna dla
tensora Il rzedu, przy obrocie uktadu wspétrzednych.

Macierze przejscia dla obu transformacji majg postaci

¢ dla transformacji dodatnie;j

e )= {m "} (3.2a)

-n m

¢ dla transformaciji uiemnej

Al [m _n} (3.2b)

gdzie
m =cos@ n=sin@

Rozpisujgc réwnania (3.1) dla obu wymienionych transformacji i korzystajac z podanych macierzy
przejscia otrzymamy nastepujace postaci macierzy transformacyjnych

¢ dla transformaciji dodatniej

m? n? 2mn

[T.]=[T]=| n* m? -2mn (3.3)
-mn mn m?-n?
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+ dla transformacji ujiemnej

m? n? —2mn

[T 1=[r1"=|n? m?  2mn (3.4)

mn —mn m2—n2

W laminatach warstwowych, gtéwne osie materiatowe (1, 2) poszczegdlnych warstw moga
przyjmowac¢ wzgledem dowolnego uktadu odniesienia (x, y) jedno z dwdch potozen, pokazanych na
rys. 3.3. Dla jasnosci dalszych wywodéw celowe jest wyrazne okreslenie tych dwdch sytuaciji, wraz z
podaniem wzorow transformacyjnych dla tensoréw naprezenia i odksztatcenia. Przedstawiono to na
rys. 3.3. Dolny indeks "n" towarzyszgcy nawiasom klamrowym oznacza, ze tensory naprezenia i
odksztatcenia umieszczone w tych nawiasach okreslone s w konfiguracji nieosiowej tzn. w ukk.
(x, y). Indeks "o™ oznacza, ze tensory okreslone sg w konfiguracji osiowej, tzn. w ukt. (1, 2).

o e
. {Z};[ﬁ]{j}n (3.6)

AY 2
],
et

Rys. 3.3. Réwnania transformacyjne tensoréw naprezenia i odksztatcenia.

Tensory wystepujace w réwnaniach (3.5) - (3.8) majg nastepujace sktadowe (w zapisie Voigta)

O x 01

olh=10y1 & lolo =102 (3.9)
Txy Og
Ex &1

=1 &, | 1 lg)o=1 &2 (3.10)
Vg 12 e 12

Zauwazmy, ze tensor odksztatcenia w konfiguracji osiowej, wystepujacy w rownaniu (3.10) rézni sie
od tego, ktory wystepuje w zwigzkach fizycznych (2.35) i (2.36) oraz dalszych réwnaniach z nich
wynikajacych, bowiem w zwigzkach fizycznych wystepujg odksztatcenia katowe (tzw. "inzynierskie"
odksztatcenia styczne), podczas gdy w (3.9) "tensorowe" odksztatcenia styczne. W celu ujednolicenia
notacji wygodnie jest skorzysta¢ z nastepujacych relacji
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€x €1

teln= ey (=Rl 5 lelo a2 = [Rlel (3.11)
Y xy €6

gdzie
7.0 0

[R]: 0 10 macierz Reutera (3.12)
0 0 2

3.2. Macierz sztywnosci warstwy w konfiguracji nieosiowej

Zredukowana macierz sztywnosci warstwy w ptaskim stanie naprezenia, okreslona w jej gtéwnych
osiach materiatowych - réwnanie (2.35) - nie jest tensorem, mimo ze jest macierza symetrycznag Il
rzedu. Taka jej postac jest jednak wynikiem jedynie czysto formalnego zapisu Voigta, umozliwiajacego
"upakowanie" elementéw tensora IV rzedu (takim obiektem jest macierz sztywnosci) w macierz rzedu
Il. Dzieki temu upraszcza sie zapis macierzy, ale z drugiej strony traci ona charakter tensorowy, co z
kolei powoduje, ze przy obrocie ukladu wspétrzednych ( w tym wypadku od konfiguracji osiowej do
nieosiowej) nie mozna skorzysta¢ z prawa transformacji tensora. Chcgc zatem okresli¢ macierz
sztywnosci w dowolnym ukfadzie (x, y) obréconym wzgledem uktadu osi materiatowych (1, 2)
(zarazem okresli¢ postac¢ rownan fizycznych o= o(¢)) nalezy wykorzysta¢ inng droge.

Powyzsze stwierdzenia wymagajg szerszego komentarza krytycznego. Nasuwa sie bowiem pytanie
czy nie nalezatoby zrezygnowaé z notacji zwezonej na rzecz petnego zapisu tensorowego réwnan
fizycznych w postaci (2.2a) i wykorzystaé mozliwosci wynikajgce z tensorowego charakteru
macierzy sztywnosci i podatnosci. Wyznaczenie wartosci ich sktadowych w dowolnym ukfadzie
wspotrzednych na podstawie znajomosci tych sktadowych w gtéwnych osiach materiatowych
sprowadza sie wowczas do zastosowania prawa transformac;ji tensora IV rzedu w postaci

’
Qijkl :aimajnakoalpomnop (3.13)

Réwnanie (3.13) formalnie bardzo proste, w praktyce nadaje sie wytgcznie do obliczeh wykonywanych
z pomocg komputera. Pocigga to za sobg konieczno$¢ wprowadzenia catkowicie odmiennego
sposobu formutowania zadan mechaniki kompozytéw, wykorzystujgcego metody numeryczne.
Mozliwe to jest jednak tylko woéwczas, gdy dysponuje sie odpowiednig wiedzg teoretyczng , a te
mozna naby¢ jedynie w tradycyjny sposob, nawet gdyby wigzato sie to z rezygnacjg z ogolnosci
rozwazan. Zrozumienie podstawowych zaleznosci rzadzacych zachowaniem sie kompozytéw pozwala
budowa¢ ogdlne algorytmy numeryczne, ale rozwigzanie nawet ztozonego zagadnienia za pomocg
dostepnych programéw komercyjnych z pewnoscig nie pozwala na nabycie ogdlnej wiedzy o
przedmiocie. To sprawia, ze mimo tak zaawansowanej komputeryzacji, klasyczny wyktad mechaniki
kompozytéw nadal opiera sie na "niekomputerowej" notacji Voigta, pozwalajgcej stosunkowo prosto
uzyskac relacje analityczne, niezmiernie ufatwiajgce zrozumienie pracy materiatdw kompozytowych,
choC cena, jaka sie ptaci jest ograniczenie rozwazan do zagadnien z reguty dwuwymiarowych.
Roéwniez ten skrypt odwoluje sie do klasycznych wzorcéw. Oprécz przyczyn wymienionych wczesniej,
spowodowane to jest rowniez tym, ze chcac umozliwi¢ czytelnikowi mozliwosé korzystania z
istniejacych, znacznie obszerniejszych podrecznikéw i monografii, dotyczacych mechaniki
kompozytéw nalezy zapozna¢ go z pojeciami i metodami w nich wykorzystywanymi.

Korzystajac w dalszym ciggu z notacji Voigta, chcac wyznaczy¢ macierz sztywnosci warstwy w

dowolnym uktadzie wspotrzednych musimy zrezygnowaé z réwnania (3.13) i skorzysta¢ z innego
sposobu jej okreslenia.

Wykorzystamy w tym celu procedure sktadajgca sie z nastepujacych krokow

transformacja odksztatcen z konfiguracji nieosiowej do konfiguracji osiowe;j,
zapisanie réownan fizycznych o = o (&) w konfiguracji osiowe;j,
transformacja naprezen z konfiguracji osiowej do nieosiowej,

zapisanie rownan fizycznych o = o(¢) w konfiguracji nieosiowe;j.

* & o o
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Przedstawiona powyzej procedura, wraz z podaniem réwnan, z ktérych nalezy skorzystaé, zostata
pokazana na rys. 3.4.

AY
310)| &x | 31)
=X {g}n = Ey = [R]_1 {5}5
Yy /2 (3.12)
2 y 1
T 0 (3.6)
X {g}o = [T+]{g}n
(33)
1
2 N (2.35) R
lolo ="lallels =[Ql[RI{el,
(3.11)
2 y
P 35)
6 X {O-}n = [T—]{G}o
(3.4)
AY

" ol =T IRIRITIRT {&)f = @] e}

Rys. 3.4. Schemat wyznaczania macierzy sztywnosci w konfiguracji nicosiowe;j.

Zwigzek fizyczny w konfiguracji nieosiowej (ostatnie rownanie na rys. 3.4) ma postac

O x 911 912 916 €x
Oy = 821 922 926 gy (3.14)
Txy Qer Qe Qep Y xy

lo]- [ JeIRIT. IR = [r_ll@llr-)" (3.15)

Macierz sztywnosci (3.15) jest poszukiwang macierzg okreslong w dowolnym uktadzie odniesienia
(x,y). Nosi ona nazwe transformowanej, zredukowanej macierzy sztywnosci, a warstwa
kompozytu o takiej macierzy sztywnosci - warstwy ogélnie ortotropowej.

Z rozwazan energetycznych przytoczonych w rozdziale 2.1 wynika symetria macierzy [6] tzn.

Q; =Q; ij=12,6 (3.16)

Macierz (3.15) wyraza sie poprzez sktadowe zredukowanej macierzy sztywnosci - réwnanie (2.35) - i
macierz transformacji ujemnej - réwnanie (3.4). Operacje rachunkowe prowadzace do jawnej postaci
poszczegolnych sktadowych transformowanej macierzy sztywnosci, jakkolwiek elementarne, sg dosc¢
nuzace, totez zostang tu pominiete. Efekt koncowy tych operacji mozna przedstawi¢ w postaci
tabelarycznej (tabela 3.1).
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Q 11 Q2 Q12 Q6
Q1 m4 n4 2m2n2 4 m2n2
Q22 n4 m4 2m2n2 4 m2n2
Q12 m2 n2 m2 n2 m4 + n4 -4 m2n2
Qss m2 n2 m2 n2 -2m2n2 (m2 - n2) 2
Qs m3n -mn3 mn3-m3n  2(mn3-m3n)
Q 26 mn3 -m3n m3n-mn3  2(m3n-mnd)

TABELA 3.1. Wzory transformacyjne dla macierzy sztywnosci w konfiguracji nieosiowej
( transformowanej, zredukowanej macierzy sztywnosci).

W celu uzyskania poszczegdélnych sktadowych macierzy transformowanej nalezy wysumowac iloczyny
kolejnych sktadowych macierzy zredukowanej i funkcji trygonometrycznych lezgcych w tym samym
wierszu co poszukiwana sktadowa. Dla przyktadu

Q 41=m*Q;;+n*Q,+2 M?n?Q,+4 M?n? Qg (3.17)

Zwrocmy uwage na istotng réznice miedzy zredukowang macierzg sztywnosci (tzn. w osiach gtéwnych
materiatowych) i transformowana, zredukowang macierzg sztywnosci (tzn. w dowolnym uktadzie
odniesienia). W tej drugiej wystepujg dodatkowe wyrazy

¢ Q 16, Q 26 - sktadowe odpowiadajace tzw. sprzezeniu stycznemu, wigzgce naprezenie normaine
z odksztatceniami stycznymi

. 061, Qg2 - skiadowe odpowiadajace tzw. sprzezeniu normalnemu, wigzace naprezenie
styczne z odksztatceniami normalnymi .

Zauwazmy, ze macierz transformowana dla warstwy ortotropowej i macierz sztywnosci dla materiatu o
dowolnej anizotropii, (rozdziat 2) sg formalnie takie same. To co je rézni to liczba niezaleznych
sktadowych. W przypadku anizotropii wynosi ona - w ptaskim stanie naprezenia - szes¢. W przypadku
ortotropii - macierz transformowana nadal ma cztery niezalezne sktadowe (szes¢ "réznoimiennych"
sktadowych wyraza sie przez cztery niezalezne sktadowe macierzy zredukowanej).

Tak wiec, warstwa, ktéra w konfiguracji osiowej byta ortotropowa, mimo ze w konfiguracji nieosiowej
charakteryzuje sie macierza sztywnosci catkowicie wypetniong (tzn. ze wszystkimi elementami

niezerowymi) i pozornie staje sie warstwg o dowolnej anizotropii, w rzeczywistosci nadal jest
ortotropowa, gdyz do jej petnego opisu wystarczajg cztery niezalezne state materiatowe.

3.2.1. Transformacja macierzy sztywnosci do konfiguracji nieosiowej
z wykorzystaniem niezmienniczych charakterystyk warstwy

Bardzo wygodny, a przy tym niezwykle utatwiajacy zrozumienie wptywu obrotu warstwy wzgledem

gtéwnych osi materiatowych na wartosci transformowanej macierzy sztywnosci podali Tsai i Pagano.
Wykorzystujgc tozsamosci trygonometryczne

m* =1/8 (3+ 4cos 26+ cos 46

n* =1/8 (3 4cos 20+ cos 46)

m?n=1/8 (2sin 26+ sin46) (3.18)
mn® =1/8 (2sin 26— sin46)

m?n? =1/8 (1-cos46)
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wzory transformacyjne umieszczone w tabeli 3.1 mozna przeksztatci¢ do postaci, ktérg przedstawiono
w formie stabelaryzowane;j - tabela 3.2.

Mozna wykazac, ze U4, Uy i Us sg wielkosciami niezmienniczymi dla warstwy kompozytu (patrz- pkt.
3.6, przyktad 1), niezaleznie od jej potozenia, stad tytut niniejszego rozdziatu.

1 U, Us
Q1 Uy cos 20 cos 46
Q22 Uy - cos 26 cos 40
Q2 Uy 0 - cos 40
Qs Us 0 - cos 40
Q16 0 1/2 sin 26 sin 46
Q 26 0 1/2 sin 260 - sin 46

TABELA 3.2. Transformacja macierzy sztywnosci poprzez funkcje katéw wielokrotnych
i wielkosci niezmiennicze warstwy kompozytu.

Sposoéb korzystania z tabeli ilustruje ponizszy przyktad
Q 4= U;+U,cos 20 + U cos 46 (3.19)

Wielkosci wystepujace w tabeli 3.2 majg postaci
U1= 1/8 (3Q11+3022+2Q12+4Q66 )

Uy =1/2(Q41-Q22)

Us =1/8 (Q41+Q22-2Q1,-4Qgs ) (3.20)
Uy =1/8 (Qq1+Q2+6Q12-4Q46)

Us =1/8 (Q11+Q22-2Q12+4Q¢s )

Cennym spostrzezeniem wynikajagcym z tabeli 3.2 jest to, ze w czterech pierwszych sktadowych
macierzy transformowanej dajg sie wyrdzni¢ cztony niezalezne od kata obrotu warstwy. Biorgc dla
przykiadu pierwsza sktadowg macierzy transformowanej - rownanie (3.19) - widzimy, ze warto$é 611
jest superpozycjg niezaleznej od kata wielkosci U4, na ktérg nakiadajg sie "zakidcenia" katowe o
okresie n i n/2. Mozna powiedzie¢, ze Uy jest dobrym wskaznikiem sztywnosci w kierunku osi "x",
niezaleznie od jej orientacji wzgledem osi materiatowych, gdyz nie zalezy od tej orientac;ji.

3.3. Macierz podatnosci w konfiguracji nieosiowej

Procedura wyznaczanie macierzy podatnosci w dowolnym uktadzie odniesienia, obréconym
wzgledem uktadu gtéwnych osi materiatowych jest w petni analogiczna do procedury wyznaczania
transformowanej macierzy sztywnosci. Sktadajg sie na nig nastepujace etapy

transformacja naprezen z dowolnego uktadu (X, y) do uktadu (1, 2),

zapisanie réwnan fizycznych & = (o) w uktadzie (1, 2),

transformacja odksztatcen z uktadu (1, 2) do uktadu (x, y),

zapisanie réwnan fizycznych & =¢g(c) w uktadzie (x, y) tzn. w konfiguracji nieosiowe;.

* & o o
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Wszelkie obliczenia prowadzace do ostatecznej postaci macierzy podatnosci w konfiguracji nieosiowej
zostang tu pominiete. Postugujac sie schematem analogicznym do tego pokazanego na rys. 3.4
otrzymujemy réwnania fizyczne w uktadzie (x, y) w postaci

Ex §11 §12 §16 O x
gy 151S21 S22 Sal|joy (3.21)

Yxy| |Se1 Se2 Ses||Txy

[§ ] [, T[s][r. ] (3.22)

Macierz sztywnosci (3.22) jest poszukiwang macierza w konfiguracji nieosiowej. Wyraza sie poprzez
sktadowe macierzy podatnosci w konfiguracji osiowej - rownanie (2.36) - i macierz transformaciji
dodatniej - réwnanie (3.3).

Z rozwazan energetycznych przytoczonych w rozdziale 2.1 wynika symetria macierzy [§ ] tzn.

SU :Sji I,_/ = 1,2,6 (323)

Zaleznosci transformacyjne dla macierzy podatnosci zestawiono w tabeli 3.3. Sposob korzystania z
tabeli pokazano wczesniej na przyktadzie transformowanej macierzy sztywnosci.

S 11 S 2 S 12 S66
St m4 n4 2 m2n2 m2 n2
S n4 m4 2m2n2 m2 n2
S. m2 n2 m2 n2 m4 + n4 -m2n2
Ss6 4 m2n2 4 m2n2 -8 m2n2 (m2-n2)2
S 2m3n -2mn3 2(mn3-m3n) mn3-m3n
S 26 2mn3 -2m3n 2m3n-mn3) m3n-mn3

TABELA 3.3. Wzory transformacyjne dla macierzy podatnosci w konfiguracji nieosiowej
3.4 Stale inzynierskie w konfiguracji nieosiowej
3.4.1. Macierz podatnosci w funkcji stalych inzynierskich

W celu wyznaczenia macierzy podatnosci w funkcji statych inzynierskich w dowolnym uktadzie
wspotrzednych zastosujemy sposéb podobny do tego, ktéry wykorzystano przy analizie konfiguraciji
osiowej (rozdziat 2). Wyobrazmy sobie serie trzech podstawowych préb wytrzymatosciowych (dwa
rozciggania i $cinanie) przeprowadzonych na prébce w konfiguracji nieosiowej (x, y). Préby te
przedstawiono na rys. 3.5.

Korzystajac z réwnan fizycznych w postaci (3.21), dla préb przedstawionych na rys. 3.5 mozna
zapisa¢ nastepujace zwiazki

¢ préba1

£, =S,0 = ¢ = S, -1 (3.24)
X 119 x Ex X 11 Ex .

£, =Sp0y (3.25)

Vxy =S610x (3.26)
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A . . . .
y 1 rozcigganie w kier. osi x

Ox Oy X

gy £

y
%Gy \ 2 rozciaganie w kier. osiy

\

Ay
=

Txy ﬂ Ty X

3 Scinanie

Sy

Rys. 3.5. Schemat wyznaczania statych inzynierskich w ptaszczyznie (x, y).

¢ proéba 2

Ex = §12 Oy (3.27)
e, =S p0, =E1ay = S, =E1 (3.28)

y y

Vxy =S 620y (3.29)
¢ préba3

ex =SiTyy (3.30)
£, =Sp67yy (3.31)
Vi =SesTxy = G’rxy = S 66= G’ (3.32)

Xy xy

Wprowadzmy nastepujace definicje tzw. wspotczynnikdéw sprzezonych vj; i 7; j; odnoszacych sie do
kolejnych rozpatrywanych prob

¢ préba1
£ S — = v
Vi == == St ==SyE, = Sa=- ¢ (3:33)
€x 11 x
7/xy §61 ~ o~ 77x,xy
77 = == =S E = S = (334)
X, Xy £y S . 61=x 61 Ex
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¢ préba2
€ S12 _ Y yx
€y 22 y
7 X §62 r~ o 77 X
Nyxy =0 ==22 =S s, E, = Ser = I:{ 4 (3.36)
gy S 22 y
¢ préba3
£ S = — n..
M xy x =% =18 =S 16ny = S16 = ny (3.37)
xy 66 xy
& §26 — S 7 x s
Mxy,y =1 =223 26 ny = S = ny (3.38)
Y xy S 66 xy
Powyzsze wspoétczynniki majg nastepujace definicje
¢ Vi=—¢j /g,- - wspotczynniki Poisson'a, charakteryzujace Sciskanie w kierunku osi j wywotane
przytozonym obcigzeniem, dziatajagcym w kierunku osi i .
¢ =i /g,- - charakteryzujg scinanie w ptaszczyznie (i, j ) wywotane obcigzeniem, dziatajgcym

w kierunku osi i . Sg to tzw. wspoétczynniki Lechnickiego, wzajemnego wptywu Il rodzaju.

¢ M= g,-/y,-j - charakteryzujg sciskanie (rozcigganie) w kierunku osi i wywotane $cinaniem w
ptaszczyznie (i, j ) . Sq to tzw. wspodtczynniki Lechnickiego, wzajemnego wptywu | rodzaju.

Zauwazmy, ze wspotczynniki wzajemnego wptywu nie majg swoich odpowiednikéw w materiatach
izotropowych, a takze i to, ze nie wystepujg w konfiguracji osiowej warstwy ortotropowe;.

W literaturze mozna spotkaé bardzo rézne sposoby ich indeksowania, odmienne od zastosowanego
powyzej. Sposéb stosowany tutaj, pozwala na podanie bardzo prostej zasady, utatwiajacej
zrozumienie i zapamietanie zarowno tych wspétczynnikow, jak i wspétczynnikow Poisson'a. W kazdym
przypadku pierwszy indeks (lub para indekséw) okresla przyczyne (rodzaj obcigzenia), a drugi - skutek
(efekt wywotany dziatajagcym obcigzeniem).

Zestawiajgc zaleznosci podane z prawej strony réownan (3.24), (3.28), (3.32) i (3.33) - (3.38),
otrzymujemy macierz podatnosci w funkcji statych inzynierskich, okreslonych w dowolnym ukfadzie
wspotrzednych (X, y)

i L _ Vyx Mxy,x | Vyx _ Vxy
E, E, G, E, E,
s]=|- VExy E7 ’gw ’gyx _ ’t_xy (3.39)
X y Xy Xy X
Mxxy  Myxy 1 Nxyy _ Tyxy
L Ex Ey GXy | GXy B E.V

3.4.2. Transformacja statych inzynierskich

W celu efektywnego wykorzystania macierzy (3.39) konieczna jest znajomos$¢é wystepujacych w niej
statych inzynierskich, w funkcji "klasycznych" 4 niezaleznych statych inzynierskich , okreslanych w
gtéwnych osiach materiatowych warstwy kompozytu. Nalezy zatem wyznaczyé wzory transformacyjne
statych inzynierskich z konfiguracji osiowej do nieosiowe;.

W tym celu nalezy wykorzysta¢ podane uprzednio zaleznosci
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E, = E, =

_ = G
S11 Y Sy,

1
=— 3.40
v s, (3.40)

xyz_SZ1Ex 77x,xy=SG1Ex 77y,xy=S 62Ey (3.41)
wraz z tabelg transformacyjna 3.3 i rownaniem (2.37).

W efekcie otrzymamy wzory transformacyjne dla statych inzynierskich, ktére podano w tabeli 3.4.

1/E; 1/Gy; vio/E4 1/E, x
1/Ex m# m2 n2 -2m2n2 n4
Wy -m2n2 m2 n2 m#4 + n4 -m2n2 E,
1/Ey n4 m2 n2 -2m2n2 m4
1/Gxy 4 m2n2 (m2-n2)2 8 m2n2 4 m2n2
X, xy 2m3n mn3-m3n 2(m3n-mn3) -2mn3 E,
Ny, xy 2mn3 m3n-mn3 2 (mn3-m3n) -2m3n E,

TABELA 3.4. Transformacja statych inzynierskich z konfiguracji osiowej do nieosiowe;.

Stosujac tozsamos$ci trygonometryczne (3.18) do wzordw transformacyjnych ujetych w tabeli 3.4,
mozna uzyskaé¢ znacznie wygodniejsze zaleznosci, ktérych wyprowadzenie pominiemy ze wzgledu na
trywialnos¢, a jednoczesnie duzg ilos¢ przeksztatcen rachunkowych.

Ostatecznie state inzynierskie, wyrazajg sie poprzez funkcje katow wielokrotnych zgodnie ze
zwigzkami podanymi w tabeli 3.5.

1 sin 20 sin 40 cos 20 cos 46 x
1/Ex W, 0 0 W Wi
1/Ey W, 0 0 - Ws W
1/Gxy w, 0 0 0 - 4w,
vy Wi 0 0 0 W, Ey
7, xy 0 W, 2 W, 0 0 E,
nv.xy 0 W, -2 W, 0 0 E,

TABELA 3.5. Transformacja statych inzynierskich wyrazona poprzez funkcje katéw wielokrotnych.

Wspétczynniki W;, wystepujace w tabeli 3.5 wyrazajq sie zaleznosciami

w, (152 11
8 E1 E2 G12

W2:1(3—2w+3+ 1 j

8 E1 E2 G12
W, = Hr_1 (3.42)
2|E, E,
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W4 :1 ﬂ-FL-FL
2 E1 E2 G12

Wy 1[1=0v2 T 1
8 E1 E2 G12

3.5. Zalezno$¢ miedzy macierza sztywnosci i podatnosci w uktadzie nieosiowym

Odwracajac transformowang macierz sztywnosci (3.15) otrzymujemy sktadowe transformowanej
macierzy podatnosci w postaci

S11 =(Q 22Q 66—Q 55)/ A (3.43)
S22 =(Q11Q 65-Q75)/ A (3.44)
Ses =(Q11Q 22-Q 5,)/ A (3.45)
S12 <(Q16Q 26-Q 12Q 65)/ A (3.46)
S16 =(Q12Q 26—Q 22Q 15)/ A (3.47)
S26 =(Q 12Q 16-Q 17Q 26)/ A (3.48)
A=Q11Q 2Q 6+2Q 1Q 26Q 61-Q 22Q 75-Q 66Q 72-Q 11Q 55 (3.49)

3.6. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale podano szczegdtowo sposoby okreslania macierzy sztywnosci, podatnosci
oraz statych technicznych w dowolnym uktadzie odniesienia (x, y), czyli w konfiguracji nieosiowej.

Wszystkie zaleznosci transformacyjne zawarte w tabelach 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 zostaty podane dla
warstwy, ktérej gtdwne osie materiatowe (1, 2) zorientowane sg wzgledem ukfadu odniesienia (X, y)
tak, jak pokazano to na rys. 3.6 A, a zatem warstwy, ktérg w kodzie laminatu (rozdziat 1.4.2) okresla
kat +0 (np. 6=15°). Dla warstwy o osiach materiatowych zorientowanych tak, jak na rys. 3.6 B, ktérg w
kodzie laminatu okresla kat -6 (np. 6=—15°), nalezy stosowac¢ te same tabele, wstawiajgc we wzorach
ujemng wartos¢ kata.

+0 -0 1

Rys. 3.6

Nasuwa sie w tym miejscu uwaga, ze nawet w podstawowych podrecznikach panuje w tym zakresie
pewien zamet, a co gorsza zdarzajg sie réwniez i bledy. Polegajg one na tym, ze te same zaleznosci
transformacyjne, zapisane w réznych postaciach, dajg dla tego samego kata wartosci réznigce sie
znakiem (dotyczy to elementéw macierzy z indeksami "16" i "26").
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3.7. Przykiady
¢ Przykiad 1
Wyznaczy¢ macierze sztywnosci i podatnosci oraz state inzynierskie w uktadzie (x, y) dla

pojedynczych warstw kompozytu szkio/epoksyd o konfiguracjach 15°, -15°, 90° i 0°. Wykorzystac
rozwigzanie przyktadu 1 w rozdziale 2.4.

AN X X /N N X A X
Z Z Z Z
AN AN AN AN
y y y y
\[ 1 2 jsﬁ 4
[ [ 1
0=1+15° 0=—15° 0 = 90° 0=0°

W celu wyznaczenia transformowanej macierzy sztywnosci nalezy wykorzysta¢ tabele 3.1 lub 3.2.
Skorzystamy z tej drugiej, gdyz znacznie ufatwia ona obliczenia. Wartosci wspétczynnikéw U; -
réwnanie (3.20) - po wykorzystaniu macierzy sztywnosci [Q] - rownanie (2.44) - wynoszg

U,=329 U,=183 U;=37 U,=83 Usz=123 [GPa] (3.50)

Wartosci sztywnosci (w [GPa]) wyrazone w ukt. (x, y) wynoszg dla poszczegdlnych warstw

506 64 7.8 506 64 -7.8

@], =| 64 189 14| [a],=| 64 189 -14 (3.51)
78 14 104 78 -14 104
183 46 0 549 46 0

@], =46 549 0| ;[al,=| 46 183 o0
0 0 86 0 0 86

Otrzymane macierze sztywnosci pokazuja, ze w przypadku indywidualnych warstw zawsze wystepujg
duze réznice miedzy wartosciami sztywnosci w réznych kierunkach, co z punktu widzenia wiekszoci
zastosowanh jest niekorzystne. Aby tego unikng¢ kompozyty buduje sie z wielu warstw o réznej
orientacji, w dowolny sposob ksztattujgc ich sztywnos¢, a jak to bedzie pokazane dalej, takze cechy
wytrzymatosciowe.

Macierze podatnosci mozna uzyska¢ korzystajgc z tabeli 3.3 wraz macierzg podatnosci w osiach
materiatlowych - réwnanie (2.44) - lub poprzez odwrdcenie transformowanych macierzy sztywnosci
(3.51). Otrzymamy nastepujgce sktadowe macierzy podatnosci (w [GPa] 1)

2.31 —.665 —1.65 2.31 -.665 1.65
], =|-.665 553 -.225/x102 [s],=|-.665 553 .225|x102 = (352
_1.65 —-.225 10.88 1.65 225 10.88
559 -.465 0 186 -.465 0
[s],=|-465 186 0 |x102 [s],=|-465 559 0 |x10°2
0 0 1163 0 0 1163
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Zauwazmy, ze dla przypadku 3 i 4 rozwigzania mozna uzyskaé wprost z przyktadu 1 w rozdz. 2.4.
tatwo takze sprawdzi¢, ze wartosci Uy, U4, Us, obliczone dla transformowanych macierzy
sztywnosci (3.51) w konfiguracji nieosiowej sg identyczne z wartosciami tych wspotczynnikéw dla
macierzy zredukowanej w konfiguracji osiowej - réwnanie (3.50). Potwierdza to niezmienniczy
charakter Uy, U4 i Us. Roéwnie tatwo pokazaé, ze Uy i Uz sg rézne dla konfiguracji osiowej i
rozpatrywanych w przyktadzie konfiguracji nieosiowych - nie sg wiec wielkosciami niezmienniczymi.

Znajac state inzynierskie w ukfadzie gtéwnych osi materiatowych, ich wartosci w dowolnym ukfadzie
odniesienia mozemy obliczy¢ wprost z tabeli 3.5. W tym przyktadzie znamy jednak macierze
podatnosci i poszukiwane state znacznie szybciej uzyskuje sie ze zwigzkéw (3.40). Wyniki
przedstawiono w ponizszej tabeli.

warstwa E, [GPa] Ey [GPa] | Gyy [GPa] Vxy MNx,xy Ny,xy
1 43.3 18.1 9.2 0.29 -0.71 - 0.041
2 43.3 18.1 9.2 0.29 0.71 0.041
3 17.9 53.8 8.6 0.083 0 0
4 53.8 17.9 8.6 0.25 0 0

Zgodnie z oczekiwaniami w warstwach nieosiowych 1 i 2 pojawiajg sie niezerowe wspotczynniki
wzajemnego wptywu | i |l rodzaju, ktére nie wystepujg w warstwach osiowych 3 i 4.

Interesujaca jest analiza wynikow dla warstw 1 i 2, a wiec warstw, ktére powstajg z warstwy 4 poprzez
jej obrét o stosunkowo maty kat 15°. Widac, ze wartos¢ podtuznego modutu Younga dla warstwy 1(2)
maleje w stosunku do warstwy 4 az o 20 procent, podczas gdy modut poprzeczny wzrasta, ale
zaledwie o 1 procent. Wzrastajgq takze modut Scinania i wiekszy wspotczynnik Poisson'a, odpowiednio
0 7 i 16 procent. Wyniki te pokazuja, jak trudno przy analizie nawet pojedynczej warstwy, nie méwigc
juz o laminacie, postugiwac sie "intuicjg inzynierska" w miejsce rzetelnej znajomosci mechaniki
kompozytéw.

¢ Przykiad 2

Wyznaczy¢ zaleznos$¢ statych inzynierskich od kata, jaki tworza gtéwne osie materiatowe (1, 2) z
uktadem odniesienia (x, y) dla pojedynczej warstwy, jednokierunkowo zbrojonej wykonanej z wysoko-
modutowego kompozytu grafit/epoksyd. State materiatowe wynoszg (tabela 2.2): E1=220 GPa, E»>=6.9

GPa, G1=4.8 GPa, v12=0.25.

X

1
\a< /
y \
State inzynierskie wyznaczymy postugujac sie wzorami transformacyjnymi zawartymi w tabeli 3.5.
Wartosci wystepujacych w niej wspoétczynnikdw wynoszg

W, =-7.0735x10° | W, =8.181x1072 W4 = - 7.0191x10 2[MPa] "’

W, =1.8x10"" Wy = 8.2098 x 103 [MPa] ™’
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Zaleznos¢ statych inzynierskich od kata o przedstawiono na rys. 3.7 - 3.9.
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Rys. 3.7. Zaleznos¢ bezwymiarowych modutéw Younga Ey / Ez i Ey / E; od kata a..
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Rys. 3.8. Zalezno$¢ bezwymiarowego modutu Scinania Gxy / G2 i wspodtczynnika Poisson'a

vxy / vi2 od kata o.
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Rys. 3.9. Zaleznos¢ wspdtczynnikow wzajemnego wptywu | i Il rodzaju od kata a.
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¢ Przykiad 3

Wyznaczy¢ odksztatcenia w ukiadzie (x,y) w probkach o konfiguracji jak w przyktadzie 1, przy
obcigzeniu kazdej z nich obcigzeniem rozciggajacym o = 10 MPa, dziatajgcym wzdtuz kierunku osi x.

W celu okreslenia odksztatcen nalezy skorzysta¢ ze zwigzkow fizycznych w postaci (3.21), ktadac w
tensorze naprezenia oy = o, oy, 7y, = 0, oraz macierzy podatnosci (3.52).

Otrzymamy dla poszczegodlnych warstw odksztatcenia wynoszace

2.310 2.310
{e}; =4-0.665} x10~* {e}, =1-0.665; x10~*
~1.650 1.650
(3.53)
5.590 1.861
{e}3 =1-.465. x10~* {e}, =1-.465. x107*
0 0

Zwrdéémy uwage, ze wyniki uzyskane dla probek 3 i 4 sg w petni zgodne z jako$ciowym rozwigzaniem
przyktadu 2 w rozdziale 2.4.

W prébkach 1 i 2 oprocz odksztatcen normalnych wystepujg ponadto odksztatcenia styczne, a zatem
prébki pod wptywem jednoosiowego rozciggania ulegajg takze Scinaniu. Jest to oczywiscie skutek
sprzezenia stycznego, wystepujacego w nieosiowej konfiguracji warstwy ortotropowej. Efekt ten nie
wystepuje w probkach 3 i 4, dla ktorych osie x i y to zarazem gtéwne osie materiatowe, a w tych
sprzezenie styczne nie wystepuje. Ksztalt prébek po deformacji pokazano na rys. 3.10.

Ten prosty przyktad jest dobrg ilustracjg efektdow z jakimi nalezy sie liczy¢ w analizie warstwy
kompozytu ( a takze kompozytu jako zbioru warstw) przy zmianie jej konfiguraciji.

Ax
// [~
y
1 2 3 4
| — \
ksztatt prébki po deformacii
pierwotny ksztatt probki

Rys. 3.10. Ksztatt probek po deformac;ji.
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