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ROZDZIAL 2

ROWNANIA FIZYCZNE DLA KOMPOZYTOW
KONFIGURACJA OSIOWA

W rozdziale tym zostang przedstawione réwnania fizyczne dla materiatéw anizotropowych, a w
szczegolnosci ortotropowych. Do tej klasy materiatdw nalezy wiekszos¢é kompozytéw warstwowych
zbrojonych widknami jednokierunkowymi. Omowiona bedzie budowa macierzy sztywnosci i
podatnosci w konfiguracji osiowej. Macierze te beda takze okreslone w funkcji tzw. statych
inzynierskich. Rozwazania sg ograniczone do zwigzkéw fizycznych liniowej sprezystosci, ktéra bardzo
dobrze odpowiada zachowaniu sie wiekszosci kompozytéw w szerokim zakresie temperatury.

2.1. Réwnania fizyczne dla materiatéw anizotropowych

Réwnania fizyczne liniowej teorii sprezystosci mozna zapisa¢ w ogolnej postaci

Ojj :Qijkl Ex (2.1a)
lub po odwrdceniu

Ejj :Sijkl Okl (2.1b)

gdzie ojj oznaczajg skltadowe tensora naprezenia, &ij - skladowe tensora odksztatcenia, Qijk/ sg
elementami macierzy sztywnosci, a Sijx/ elementami macierzy podatnosci.

W mechanice kompozytdéw powszechnie stosuje sie prostszy i wygodniejszej w uzyciu tzw. zapis
zwezony, zwany tez notacjg Voigta (tabela 2.1). Réwnania fizyczne (2.1a) i (2.1b) majg w notac;ji
zwezonej nastepujace postaci

o= Q,-j & ij=1,2,..6 (2.2a)
lub po odwrdceniu
gj = S,-j o ij=1,2,..6 (2.2b)

Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze macierze sztywnosci i podatnosci wystepujace w (2.1a) i (2.1b) sg
tensorami IV rzedu i jako takie mogg by¢ transformowane wg zasad transformacji tensorowych,
natomiast w zapisie Voigta stajg sie formalnie macierzami rzedu Il, ktére nie posiadajg jednak
wiasnosci tensorowych - nie podlegajg zatem transformacjom tensorowym. Analogicznie tensory
naprezenia i odksztalcenia stajg sie w notacji zwezonej macierzami jednokolumnowymi, ale nie
wektorami, gdyz réwniez nie podlegajg prawu transformacji wektora (zasade zapisu elementéw
tensoréow naprezenia i odksztatcenia w notacji zwezonej podano w tab. 2.1). Ma to swoje implikacje
przy okreslaniu macierzy sztywnosci i podatnosci w nieosiowej konfiguracji warstwy laminatu.
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ZAPIS TENSOROWY ZAPIS VOIGTA
Naprezenia Odksztatcenia Naprezenia Odksztatcenia
O11 €11 O &1
022 &22 02 &2
033 €33 O3 €3
723 2893= 7 23 Oy &4
713 2813= 713 Os &5
712 2612=7 12 Op &6

Tabela 2.1. Konwencja zapisu tensorowego i zwezonego naprezen i odksztatcen.

Macierze Qi i Sj; majg w ogdlnym przypadku materiatu liniowo sprezystego po 36 elementéw
sktadowych, ale liczba skladowych niezaleznych jest mniejsza, co mozna wykazac¢ rozpatrujac
energie odksztatcen sprezystych.

Gestosc energii odksztatcen sprezystych (na jednostke objetosci) okresla zwigzek

dW = o, dg (2.3)
Po wykorzystaniu (2.1) i scatkowaniu otrzymujemy energie odksztatcen sprezystych
W=1/72Qj & ¢ (2.4)
Wykorzystujac to, ze energia sprezysta jest potencjatem, otrzymujemy
ow
o€ = 0i ZQU €j 23)
I
ow
EZUIZQII' Ej (26)
J
oW
—=Qj 2.7
é,gi ﬁ&'j y ( )
oW
—=Q ji (2.8)
é’gj é’gi

Wykorzystanie przemiennosci rézniczkowania funkcji skalarnej i poréwnanie (2.7) i (2.8) daje

Qij =Q P (2.9)
Jest to warunek symetrii macierzy sztywnosci, ktéry powoduje zmniejszenie liczby niezaleznych jej
sktadowych do 21 ((36-6)/2 + 6)). Analogicznie, jak dla macierzy sztywnosci, mozna wykaza¢, ze
réwniez macierz podatnosci jest symetryczna, czyli ze zachodzi warunek

Korzystajac z warunkow (2.9) i (2.10), réownania fizyczne (2.2a) i (2.2b) mozna zapisa¢ dla
najogolniejszego przypadku anizotropii w postaci
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SE Qu Qr Q3 Qi Qs Qug |24
02 Qrz Q2 Q2 Q2 Q2 Qe
3| _ Qi3 Q23 Q33 Q34 Q35 Q36 ()23 2.11a)
Gy Qu Qo Qz Qu Qus Que ||ty
Os Qi Q2 Q35 Qu Qs Qs (|25
Os6 Qs Q2 Q36 Qus Qs5 Qs (e6
€1 'S11 S12 Si13 Sis Sis Su|[o4
€2 Si12 S22 Sz Sz Sy Sy ||o2
€3 _ Si3 Sz3 Sz Sz Sz Sz |03 (2.11b)
€4 Si4 So4 S34 Sus Sus Sus |04
€5 Si5 S25 S35 Sus Ss5 Ss6||0s
€6 1S16 S26 Sz Su Ss6 Ses |06

Liczba niezaleznych skladowych macierzy sztywnosci i podatnosci ulega zmniejszeniu, jezeli materiat
wykazuje wtasnosci symetrii wzgledem okreslonych ptaszczyzn. W skrajnym przypadku, gdy dowolna
ptaszczyzna jest ptaszczyzng symetrii wtasnosci materialtu méwimy o materiale izotropowym, ktéry
mozna w petni scharakteryzowaé dwiema statymi sprezystymi. Drugi przypadek skrajny to taki, w
ktorym nie istnieje Zzadna ptaszczyzna symetrii materialowej - liczba niezaleznych statych
materiatowych wynosi woéwczas 21. Miedzy tymi skrajnosciami wystepuje wiele przypadkow
szczegolnych symetrii, z ktérych najwazniejszy z punktu widzenia mechaniki kompozytéw jest
przypadek tzw. symetrii ortotropowe;.

2.2. Réwnania fizyczne dla materiatéw ortotropowych

Istotnym z punktu widzenia mechaniki kompozytow jest przypadek symetrii ortotropowej, gdyz
wiekszos¢ kompozytéw warstwowych o jednokierunkowym zbrojeniu zalicza sie do tej klasy. O
ortotropii mowimy wéwczas, gdy istniejg 3 wzajemnie prostopadte ptaszczyzny symetrii, pokazane na
rys. 2.1. Krawedzie przeciecia kazdych 2 ptaszczyzn symetrii pokrywajg sie w kompozytach
jednokierunkowo zbrojonych z ich gtéwnymi osiami materiatowymi. O$ "1" ma kierunek zgodny z
kierunkiem wtdkien, o§ "2" jest prostopadta do kierunku widkien, a o§ "3" jest prostopadta do
ptaszczyzny warstwy.

Rys. 2.1. Ptaszczyzny symetrii ortotropowe;j

Mozna wykazaé, ze réwnania fizyczne dla materiatdéw o symetrii ortotropowej majq postaci

01 Qi Qpz Q3 O 0 0 |l&4
02 Q2 Qo Qp 0 0 0 |le2
o3| _ Q3 Q3 Q33 0 0 0 |les (2.12a)
oy 0 0 0 Qu O 0 |leg
o5 0 0 0 0 Qs 0 ||&s
o 0 0 0 0 0 Qegles
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€1
€2
€3
€4

€5

€6

0

o 0 0
0o 0 0
0o 0 0
Sy 0 0
0 Ssz O
0 0 Sg

o]
02
03
04

05

06

(2.12b)

Z réwnan (2.12) wida¢ ze ortotropia jest takim szczegdélnym przypadkiem anizotropii, dla ktérego w
gtébwnych osiach materiatowych nie wystepuje sprzezenie naprezen normalnych z odksztatceniami
stycznymi, naprezen stycznych z odksztatceniami normalnymi, ani tez naprezen stycznych z
odksztatceniami stycznymi odpowiadajacymi réznym plaszczyznom. Mniejsza jest tez niz dla
anizotropii liczba niezaleznych sktadowych macierzy sztywnosci, gdyz wynosi tylko 9.

Dalsze uproszczenia zachodzg dla materiatéw tzw. poprzecznie izotropowych, tzn. takich, w ktérych
mozna wyrozni¢ jedng plaszczyzne, w ktorej wlasnosci materiatu sg identyczne we wszystkich
kierunkach, a zatem ptaszczyzne izotropii materiatu. Przyktadowo - jezeli tg ptaszczyzng jest
ptaszczyzna (1, 2), to zwigzek fizyczny mozna zapisa¢ w postaci nastepujgcych réwnan:

o] [Qn Qpz Qi 0 0 0 (&4

gyl |Quz Qi Qi 0 0 0 £

O3 _ Q13 Q13 Q33 0 0 0 &3 (2 133)
o4 0 0 0 Qu O 0 £y '
o5 0 0 0 0 Qu 0 Es

o 0 0 0 0 0 (Qy-Qp)2|sg

lub po odwréceniu

€1 _311 Si2 Sy3 0 0 0 | 01

€2 Si2 Sy Sz 0 0 0 02

€3 Si3 Si3 Sz 0 0 0 03 (2.13b)
£y 0 0 0 S, O 0 oy

Es 0 0 0 0 S, 0 s

gg) L0 0 0 0 0 2S4-Si2)llos

Jak wynika z réwnan (2.13a) i (2.13b) liczba niezaleznych stalych w macierzach sztywnosci i
podatnosci redukuje sie dla materiatu o symetrii poprzecznie izotropowej do 5.

Dla materiatéw izotropowych, czyli takich ktérych wtasnosci we wszystkich kierunkach sg takie same
réwnania fizyczne majg postaci

01
02
O3
04

Os

06

Q4
Q4
Qs

0
0

Q12

Q4

Q2
0
0
0

lub po odwrdceniu

Qs

Q2

Q4
0
0
0

€1
€2
€3
€4

€5

Jl¢6

(2.14a)
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€1 _311 Sz Sy 0

0 0 o4
€2 Si2 S11 Si2 0 0 0 02
3| _ S12 S12 Sy 0 0 0 O3 (2.14b)
£4 0 0 0 2S4-S4) 0 0 o4
s 0o 0 0 0 2(S41-S1,) 0 o5
) LO 0 0 0 0 2(S11-S12)|los

W przypadku materiatdw izotropowych liczba niezaleznych sktadowych macierzy sztywnosci i
podatnosci redukuje sie zatem do dwéch.

2.2.1. State inzynierskie dla materiatéw ortotropowych

Macierze sztywnosci i podatnosci sg "strukturami" wprowadzonymi w czysto formalny sposoéb i nie
majq fizycznej interpretacji ani bezposredniego odniesienia do zachowania sie materiatu w prostych
probach wytrzymatosciowych (rozcigganie, $cinanie). Powyzsze cechy mozna natomiast przypisac
statym inzynierskim, zwanym tez statymi technicznymi, tj. uogdlnionym modutom sprezystosci,
uogdlnionym wspotczynnikom Poissona i modutom $cinania (w materiatach izotropowych takie state
sg tylko 2 - modut Young'a i wspotczynnik Poissona). W materiatach ortotropowych, w konfigurac;ji
nieosiowej pojawiajg sie dodatkowe state sprzezone, nie majace swoich odpowiednikéw w
materiatach izotropowych - bedzie o tym mowa w dalszych rozdziatach.

W celu zilustrowania sposobu okreslenia statych inzynierskich wyobrazmy sobie serie 3 prob
wytrzymatosciowych, tj. jednoosiowego rozciggania (rys. 2.2 - test 1i 2) i $cinania (rys. 2.2 - test 3) w
ptaszczyznie gtéwnych osi materiatowych (1, 2).

A . . .
2 1 rozcigganie podtuzne
O (o] 1
& —) > c
&2 €1
2 rozcigganie poprzeczne
o2 o2 2
<= P — >
—> > c
€1 €2
v1i
Cs 3 Scinanie
Op ﬂ
ﬂ (o13 €
& o6 €6

Rys.2.2. Schemat wyznaczania statych inzynierskich w ptaszczyznie (1, 2).

Dla préb przedstawionych na rys.2.2 zachodza zwigzki
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¢ proba1i
1
Ei=— O 2.15
1 E, 1 (2.15)
Eo=—V E4= V12 o
2= V12 1=~ = 01
E,
¢ proba2
. 1
2= - 02
E,
1%
81=—V21 82=—E7210'2 (216)
2
¢ préba3
1
86:7 0'6 (217)
G2

Korzystajac z zasady superpozycji dla przypadkéw 1, 2 i 3, otrzymujemy w ptaszczyznie gtéwnych osi
materiatowych (1, 2), a wiec dla konfiguracji osiowej, nastepujace zwigzki miedzy odksztatceniami i
naprezeniami

e 1o Y
1 E, 1 E, 2

V12 1
Eo=— S o4+ — O 2.18
2 E, 1E2 2 (2.18)
. 1
6 =~ 96

Gz

Poréwnujac te zwigzki z rownaniem (2.2b) i strukturg macierzy podatnosci dla ortotropii (réwnanie
(2.12b) wida¢, ze

1 V21 V12 1 1

Korzystajac ponadto z symetrii macierzy podatnosci (rownanie (2.10)), otrzymujemy zwigzek

Vor V12
S, =S = — = 2.20
12 21 E, E, (2.20)

Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do tego, ktére przedstawiono dla ptaszczyzny (1, 2), w
odniesieniu do 2 pozostatych ptaszczyzn ortotropii, mozna pokazaé ze macierz podatnosci w funkgciji
statych inzynierskich dla ortotropii, w konfiguracji osiowej ma postac
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T vV Ve 0 0 0
E; E, E;
vz 1 Ve, 0 0

[S]= E; E2 By ; (2.21)
0 0 o - o0 o0
GZS
0 0 o o 1 o
G31 ’

gdzie wystepujace w (2.21) state noszg nastepujgce nazwy :

. E;, Eo, E3 - moduly Young'a w kierunkach gtéwnych osi materiatowych,

. vjj - wspotczynniki Poissona, odpowiadajgce odksztatceniom w kierunku osi "j" przy obcigzeniu
dziatajacym w kierunku osi "i", tzn.
£ o dlak=i
vj=-—1 dia oy = i j k=123 (2.22)
£ 0 dak=i

. G,3, G341, G712 - moduty $cinania w ptaszczyznach (2, 3), (3, 1) i (1, 2).

Ponadto wykorzystujac warunek symetrii macierzy podatnosci w postaci (2.20), otrzymujemy w
0golnym przypadku
Vi Vi

= i,j=12,3 2.23
E E J (2.23)

Tak wiec liczba niezaleznych statych inzynierskich dla ortotropii, w konfiguracji osiowej, wynosi 9 ( 3
moduty sprezystosci, 3 moduty $cinania i 3 wspoétczynniki Poissona).

2.2.2. Zwiazek macierzy sztywnosci z macierza podatnosci i stalymi inzynierskimi
Wykorzystujgc fakt, ze macierze sztywnosci i podatnosci sg macierzami wzajemnie odwrotnymi,

elementy macierzy sztywnosci wyrazajg sie poprzez skladowe macierzy podatnosci nastepujaco
(zmudne obliczenia pominiemy - czytelnik moze potraktowac je jako ¢wiczenie)

Q, :322335—323 Q22=S33S1S1—S13

Q33=S1782§_S72 Q12:S13323;S12333
Q13=S12323;S13322 Qg 312813;823811 .20
Q442314 Q55281_5 Q66=S166

S=S5/,S2S35-S11S53-S225%-S335%+2 138,353
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Zamieniajgc formalnie Q na S otrzymamy zalezno$¢ sktadowych macierzy podatnosci od sktadowych
macierzy sztywnosci.

Elementy macierzy sztywnosci mozna takze wyrazi¢ poprzez state inzynierskie korzystajac z
zaleznosci (2.24) i (2.21). Otrzymamy wowczas nastepujace zwigzki

1-vo3v 1-vy3v
Q.= 23V32 Qe 13V31
T E,EA 227 E,E4A

1-viov Vor+ VsV
Qo= 12721 Q,,=_217"31723 295
3= EE,A 12 E,E;A (2.25)
Q13:V31+V21V32 Q 3= V32t V12V31

E,E;A E,E;A
Quq=Gy3 Qs5=G 31 Qe6=G12
gdzie:
A T=Vi12Va1=Va3V3—V31V13= 2 VrVaaVes (2.26)
E/E2E;

Nalezy w tym miejscu zwroci¢ uwage na jeszcze jeden efekt, charakterystyczny dla materiatow
ortotropowych, a stojacy w opozycji do "przyzwyczajen" wynikajgcych z analizy materiatow
izotropowych. W tych ostatnich, jak wiadomo, wspotczynnik Poissona musi spetniaé warunek
-1< v <1/2, zas modut Younga musi by¢ dodatni. W przypadku materiatéw ortotropowych, na
podstawie rozwazan energetycznych wykazano, ze zaréwno macierz sztywnosci, jak i macierz
podatnosci muszg by¢ dodatnio okre$lone, co powoduje, ze elementy tych macierzy lezace na
przekatnej gtéwnej muszg by¢ dodatnie, tzn.

S11+S22,533,S44,S55,S66>0 (2.27)
Q11,Q ,Q33,Qu ,Qs ,Qg>0 (2.28)

Z roéwnania (2.27), po wykorzystaniu (2.21) otrzymujemy warunek, jaki muszg spetnia¢ moduty
sprezystosci i moduty Scinania

E1,E2,E3,623,G31,G12>0 (229)

Ograniczenia na wartosci wspoétczynnikdw Poissona wynikajg z réwnania (2.28) oraz zwigzkow
okreslajacych elementy macierzy sztywnosci poprzez elementy macierzy podatnosci - réwnanie
(2.24). Otrzymamy stad nastepujgce warunki ograniczajace

1S 03] < (322333)%
1S3/ <(S11S 33 )% (2.30)

‘512\ <(S11322)y2

Wstawiajagc do (2.30) odpowiednie sktadowe macierzy podatnosci okreslone réwnaniem (2.21)
otrzymujemy ograniczenia na wartosci wspdétczynnikbw Poissona w postaci nastepujgcych
nierownosci
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m

E, N2 B
varl <[ 22 S [J

Vs <| == : vas|<| = (2.31)

‘V13‘< E— s ‘V31‘< —

Kolejny warunek ograniczajgcy wartosci wspétczynnikéw Poissona wynika z faktu, ze wyznacznik
(2.26) dodatnio okreslonej macierzy podatnosci musi by¢ dodatni. Biorgc pod uwage, ze moduty
sprezystosci sg dodatnie, licznik wyrazenia (2.26) rowniez musi by¢ dodatni, tzn. zachodzi warunek

T—ViVo1—V3Vaa—V3Viz—2VVavez>0 (2.32)

Tak wiec state inzynierskie dla ortotropowej warstwy laminatowej w gtéwnych osiach materiatowych
muszg spetnia¢ koniunkcje warunkow (2.29), (2.31) i (2.32). Relacje te sg uzyteczne dla oceny
spéjnosci teoretycznego modelu sprezystego materiatlu kompozytowego z danymi eksperymentalnymi
dotyczacymi statych inzynierskich. W przypadku, gdy warunki ograniczajace nie sg spetnione,
watpliwe sg wyniki eksperymentalne, badz wadliwy jest model teoretyczny.

Z nieréwnosci (2.31) widac¢, ze wartosci wspétczynnikéw Poissona zalezg od modutéw Younga, nie
mozna zatem podac¢ zadnego liczbowego ograniczenia na te wartoci. Dane doswiadczalne pokazuja,
ze np. wartos¢ wiekszego wspotczynnika Poissona v42 = 1.9 nie jest czyms zaskakujgcym.

Warto zauwazyé¢, ze dla materiatu izotropowego nieréwnos¢ (2.32), wobec réwnosci wszystkich
wspotczynnikéw Poissona w niej wystepujacych, redukuje sie do nieréwnosci

1-3v2-2v350 (2.33)

Nieréwno$¢ ta jest spetniona tylko woéwczas, gdy wspétczynnik Poissona spetnia warunek -1< v < 0.5,
a zatem (2.32) zapewnia prawidtowe przejscie do materiatu izotropowego.

2.3. Zwiazki fizyczne dla materiatu ortotropowego w plaskim stanie naprezenia

Biorac pod uwage, ze konstrukcie wykonane z kompozytdw laminatowych sg generalnie
konstrukcjami dwuwymiarowymi (grubos$¢ laminatéw jest znikomo mata w stosunku do pozostatych
wymiaréw) celowe jest zwrdcenie szczegodlnej uwagi na ptaski stan naprezenia. Bedzie on
analizowany dla ptaszczyzny utworzonej przez gtéwne osie materiatowe warstwy kompozytowej, tzn.
w uktadzie (1, 2), lezacym w ptaszczyznie warstwy - rys. 2.3. Przypomnijmy raz jeszcze, ze taka
konfiguracja nosi nazwe konfiguracji osiowej.

Rys. 2.3. Konfiguracja osiowa warstwy jednokierunkowo zbrojone;.

Dla ptaskiego stanu naprezenia w ptaszczyznie (1, 2), okreslonego warunkiem
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os5=0 c4=0 o5=0 (234)
zwigzki fizyczne (2.2) upraszczajg sie do postaci
01 Qy Qg 0 fey
Oor = Q12 022 0 Eo (235)
Og 0 0 QGG | €6
g1| |S11 S22 0 |loy
Eor = 812 822 0 (e} (236)
86 0 0 S 66 0'6

Macierz sztywnosci w postaci wystepujacej w rownaniu (2.35) jest zwana zredukowang macierza
sztywnosci , a warstwa ortotropowa, dla ktdrej Q;; ma taka witasnie postac - warstwa specjalnie
ortotropowa.

Sposéb okreslania statych inzynierskich dla ptaskiego stanu naprezenia przedstawiono szczegétowo
w poprzednim rozdziale (rys. 2.2, réw. (2.15) - (2.21)). W funkcji statych inzynierskich réwnanie (2.36)
ma postac

1%
o V112 12 o1
Eop=|——/— — 0 O (2.37)
E E
1 2
6'6 1 06
0 0 —

Odwracajgc macierz podatnosci lub tez wykorzystujac zwiazki (2.24) z uproszczeniami wynikajgcymi
z ptaskiego stanu naprezenia otrzymamy niezalezne sktadowe macierzy sztywnos$ci w postaci

S
Q= 22 (2.38)
811822_312321
Q= St (2.39)
811822_812821
S
Q= 2 (2.40)
812821_811322
1
Qes=7—
Ses (2.41)

Korzystajac z réwnan (2.37) - (2.41) réwnania fizyczne (2.35) przyjmuja postaé, w ktérej macierz
sztywnosci okreslona jest w funkcji statych inzynierskich nastepujaco

O 4 mE1 mV21E1 0 &4
Oy = mV12E2 mE2 0 &9 m:[1—V12V27]_1 (242)
Og 0 0 G12 Ee6

llos¢ niezaleznych statych w macierzach sztywnosci, podatnosci i statych inzynierskich zmniejsza sie
do czterech, w poréwnaniu z dziewiecioma dla ogdlnego przypadku ortotropii. Niezalezne state
inzynierskie, standardowo podawane dla danego typu materiatu kompozytowego to

31



J. German: PODSTAWY MECHANIKI KOMPOZYTOW WLOKNISTYCH

¢ Eq tzw. podtuzny modut Younga

¢ B> tzw. poprzeczny modut Younga

¢ Gy modut $cinania

¢ Vyo tzw. wiekszy (ang. major) wspotczynnik Poissona.

Pigta stata inzynierska, wystepujgca w réwnaniu (2.37) i (2.42)
¢ Vog tzw. mniejszy (ang. minor) wspotczynnik Poissona
jest statg zalezng od pozostatych statych inzynierskich i wynosi

E
V21:?2V12 (2.43)

1

State inzynierskie dla typowych kompozytéw laminatowych jednokierunkowo zbrojonych zestawiono w
tabeli 2.2. Nalezy je traktowacC jako wartosci typowe, ale nie koniecznie bardzo precyzyjne. W
rozdziale 1 wspomniano juz o duzym rozrzucie w wartosciach statych materiatowych dla wtdkien. Daje
on o sobie znaé takze w przypadku kompozytéw jednokierunkowo zbrojonych, w ktérych udziat
widkien w ich ogdinej objetosci wynosi z reguty 60 % (reszta przypada na matryce). W tabeli 2.3
zestawiono state inzynierskie dla formalnie tego samego materiatu, zestawione na podstawie danych
réznych autoréw. W ostatniej kolumnie podano procentowe réznice warto$ciami minimalnymi i
maksymalnymi - wachajg sie one od kilkunastu do kilkudziesieciu procent.

Na zakonczenie nalezy podkresli¢, ze znajomo$¢ macierzy sztywnosci, podatnosci i ich postaci w
funkcji statych inzynierskich przedstawionych tutaj dla pojedynczej warstwy kompozytu w jej
konfiguracji osiowej, odgrywa podstawowg role w analizie nieosiowej konfiguracji warstwy, a potem
przy rozwazaniach dotyczacych kompozytu jako zbioru warstw czyli w tzw. klasycznej teorii laminaciji.

STALE INZYNIERSKIE
MATERIALL] PODTL(J)IZDI\EJ\:-D E4 POPR'\;ngUr\JJLY: Es SCINNAL(I)\I?AU;; G12 szﬁ’ggﬁzwg
[GPa]Ll [GPa] [GPa]
szkto E/epoksyd 45 12.0 5.5 .28
szkto S/epoksyd 55 16.0 7.6 .28
grafit/epoksyd ww"™ 145 10.0 4.8 25
grafittepoksyd wm"™ 220 6.9 4.8 25
grafit/epoksyd uwm™ 290 6.2 4.8 25
Toray T300/epoksyd " 121 10.2 4.8 .30
Kevlar 49 76 5.5 21 .34
boron/epoxy 210 19.0 4.8 .25

*) - badania DTH - Lyngby. Pozostate dane na podstawie Delaware Composites Design Encyclopedia,Vol.1.
**) - skréty oznaczajg: WW - kompzyt wysoko-wytrzymaty, WM - wysoko-modutowy, UWM - ultrawysoko-modutowy

TABELA 2.2. State inzynierskie dla typowych kompozytéw jednokierunkowo zbrojonych.

ZRODLO DANYCH
STALE INZYN. 1 2 3 4 5 6 7 A [%]
Eq [GPa] 137 121 139 128 145 148 132 18
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ROZDZIAL 2

E, [GPa] 10.0 10.2 11.5 11.0 10.0 7.4 9.3 36

G12[GPa] 4.8 4.8 5.3 45 48 3.9 46 26

V12 0.3 0.3 0.31 0.25 0.25 0.31 0.28 19

1,2 - DTH - Lyngby, 3, 4 - Major Airframe Company Reports . Kolumna 3 podaje wartosci srednie, kolumna 4
wartosci rekomendowane do projektowania, 5-C. Zweben, 6 - K. F. Rogers i in. 7 - T. Ishikawa i in.

(dane w kolumnach 3 - 7 zaczerpnigto z Delaware Composites Design Encyclopedia,Vol.1.)

TABELA 2.3. Poréwnanie wartosci statych inzynierskich dla kompozytu jednokierunkowo
zbrojonego grafit/epoksyd.

2.4, Przyktady
¢ Przykiad 1

Okresli¢ macierze sztywnosci i podatnosci dla kompozytu szkto/epoksyd, dla ktérego state techniczne
wynoszg : E1=53.8 GPa, E» = 17.9 GPa, G412 = 8.6 GPa, v{2=0.25.

Korzystajac z réwnania (2.37) otrzymujemy macierz podatnosci Sj. Macierz sztywnosci wyznaczamy
poprzez jej odwrdcenie (réownania (2.38) - (2.41) ) lub bezposrednio w funkgji statych inzynierskich, z
réwnania (2.42). W tym drugim przypadku nalezy dodatkowo skorzysta¢ z relacji (2.43), celem
wyznaczenia Vo 1. Otrzymujemy ostatecznie

1.86 —-.465 0 54.9 4.57 0
[S]=|-465 559 0 |x1072[GPa]” [Q]=|4.57 18.3 0 |[GPa] (2.44)
0 0 11.53 0 0 86

¢ Przykiad 2

Okresli¢ ksztatt pokazanej na rysunku probki prostokatnej, ztozonej z dwéch trwale potaczonych
czesci tego samego kompozytu jednokierunkowo zbrojonego, poddanej jednoosiowemu rozcigganiu
obcigzeniem o.

Na rysunku "2" pokazano gtdwne osie materiatowe dla czesci lewej (11, 2!) i dla czes$ci prawej (1P, 2P).
Korzystajac ze zwigzku miedzy odksztatceniami i naprezeniami (2.37) oddzielnie dla kazdej z czesci,
otrzymamy nastepujace réwnania

o dla czesci lewej

5; -7 géz -V g
E; E;
o dla czesci prawej

g O (o)

_ p_
E, ! E,

&

Porownujac odksztatcenia na kierunku dziatajgcego obcigzenia tzn. 51’ i & otrzymujemy

p
2 _Ey

I E
6‘1 2
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Uwzgledniajac, ze modut podiuzny E1 w rzeczywistych materiatach kompozytowych jest zawsze
wiekszy od modutu poprzecznego E2, a ponadto biorac pod uwage, ze poczatkowe diugosci obu
czesci byly jednakowe i wynosity "a" - wydtuzenie czesci prawej musi by¢ wieksze od wydtuzenia
czesci lewej.

Poréwnanie odksztatceri poprzecznych do kierunku obciazenia tzn. & i 52’ oraz wykorzystanie
warunku (2.43) prowadzi do zwigzku

/
2 vy B2

ey va E,

=1

Oznacza on, ze odksztatcenia poprzeczne do kierunku dziatajgcego obcigzenia (w tym wypadku
oznaczajgce zwezenie probki) obu czesci sg jednakowe. Ostatecznie zatem, rozwazana probka
przyjmie pod wplywem dziatajgcego obcigzenia ksztatt oznaczony na rysunku literg D.

34



