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WYTRZYMALOSC KOMPOZYTOW WARSTWOWYCH

Zagadnienia wytrzymato$ciowe w przypadku materiatéw kompozytowych, a mowiac $cislej
wloknistych kompozytow warstwowych (np. laminaty zbrojone witdknami) nalezy
rozpatrywac na trzech poziomach obserwacji, wynikajacych z ich budowy.

Najnizszy poziom obserwacji to poziom mikroskopowy (mozna tez nazwaé go
materiatowym), na ktorym rozrézniamy sktadniki tworzace kompozyt tzn. wtdkna i matryce.
Ich wlasnosci wytrzymatosciowe decyduja bezposrednio o wytrzymatosci indywidualnej
warstwy kompozytu. Ta tematyka jest przedmiotem zainteresowan tzw. mikromechaniki
kompozytéw 1 wykracza poza ramy niniejszego artykutu.

Kolejny poziom obserwacji to poziom warstwy, rozumianej jako podstawowy "budulec"
kompozytu warstwowego, ale jednoczesnie bedacej juz elementem zdolnym do
samodzielnego przenoszenia obciazenia. Pojawia si¢ zatem problem okreslenia jej nosnosci,
czyli wartosci obciazenia, jakie jest ona w stanie bezpiecznie przeniesc.

I wreszcie najwyzszy poziom analizy wytrzymato$ciowej to poziom laminatu jako zbioru
warstw, ktorych wlasnosci 1 sposob utozenia decyduja bezposrednio o nosnosci kompozytu.

Z praktycznego punktu widzenia najbardziej istotny jest ten ostatni przypadek, gdyz
zadaniem konstruktora jest zaprojektowanie - do okre§lonego celu - kompozytu o
odpowiednim doborze warstw, rzadko natomiast zajmuje si¢ on doborem sktadu samej
warstwy, co jest domeng inzynierii materiatowej i technologii.

W tym artykule przedstawione bgda podstawowe koncepcje odnoszace si¢ do analizy
wytrzymato§ciowe] warstwy, a nastgpnie na tej podstawie omowione bgda podstawowe
zagadnienia dotyczace wytrzymatosci laminatow warstwowych.

1. NOSNOSC JEDNOKIERUNKOWO ZBROJONEJ WARSTWY ORTOTROPOWEJ

Okreslenie nosnosci warstwy ortotropowej jednokierunkowo zbrojonej (kompozytu
jednokierunkowego) jest pojeciowo znacznie bardziej zlozone niz okreslenie nosnosci
elementu wykonanego z materiatu izotropowego. W tym ostatnim, powszechnie uzywanymi
narzgdziami sa roznorakie hipotezy wytgzeniowe, z ktoérych wigkszo$¢ zdefiniowana jest
poprzez naprezenia lub odksztatcenia gtowne, badz ich niezmienniki. W tle takiego podejscia



stol zawsze wspotosiowos¢ tensorow naprezenia i odksztatcenia. W przypadku materiatow
anizotropowych, a w szczegolnosci ortotropowych takie podejscie jest bezuzyteczne, gdyz
kierunki gléwne obu tensorow sa rézne. Innym waznym czynnikiem roézniacym pod
wzgledem analizy wytrzymalo$ciowej materialy anizotropowe od izotropowych jest, ze w
tych ostatnich w celu okreslenia stanéw bezpiecznych w oparciu o wigkszo$¢ kryteriow
wytgzeniowych, wystarczy zna¢ warto§¢ pewnej umownej granicy niebezpiecznej naprgzen,
wyznaczane]j z testu jednoosiowego rozciagania. W przypadku warstwy kompozytowej np.
jednokierunkowo zbrojonej widknami, granice niebezpieczne naprezen przy rozciaganiu
wzdhuz kierunku widkien 1 w kierunku do nich prostopadlym sa zasadniczo rézne. Podobna
sytuacja ma miejsce dla $ciskania. Dochodzi do tego jeszcze granica naprgzen
niebezpiecznych przy $cinaniu. Tak wigc w miejsce jednej granicy niebezpiecznej, jak w
przypadku  materialdbw  izotropowych, @ mamy  pig¢  réznych  charakterystyk
wytrzymatosciowych, a mianowicie :

X (ory) - wytrzymato$¢ warstwy na rozciaganie w kierunku wiokien

X, (oLc) - wytrzymalo$¢ warstwy na $ciskanie w kierunku wtokien

Y: (ort) - wytrzymalo$¢ warstwy na rozciaganie w kierunku poprzecznym do wiokien

Y. (o) - wytrzymato$¢ warstwy na Sciskanie w kierunku poprzecznym do wtokien

S (tur) - wytrzymato$¢ warstwy na $cinanie w plaszczyznie gtdéwnych osi materialowych
(1,2)

Powyzej podano podwojna symbolike stosowana przez roznych autorow. W niniejszej pracy
stosowane bgda pierwsze oznaczenia .
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Zamiast napr¢zen granicznych - jako charakterystyki wytrzymato$ciowe - mozna réwniez
podawac odksztatcenia graniczne (niszczace) €1, €Lc, €Tty ETcs YLT-

Wartosci naprgzen i odksztatcen granicznych dla niektérych kompozytéw podane sa w tabeli 1.

Niezaleznie od typu kompozytu jednokierunkowego, widoczne jest, ze jego wytrzymalosci
poprzeczne (w kierunku poprzecznym do wiokien) sa wielokrotnie mniejsze od
wytrzymatosci podluznych (w kierunku wtokien). Wynika to wprost z charakterystyk
wytrzymato$ciowych skladnikow kompozytu, tzn. widkien 1 matrycy oraz ich roli w
kompozycie. W przenoszeniu obcigzenia podtuznego podstawowa role petnia widkna, a te
maja w pordwnaniu z matryca wytrzymato$¢ na rozciaganie o 2 rz¢dy wielkosci wigksza, co
bezposrednio rzutuje na podluzna wytrzymatos¢ kompozytu. Z kolei w kierunku
poprzecznym podstawowe znaczenie dla zachowania si¢ kompozytu ma matryca,
charakteryzujaca si¢ niska wytrzymatoscia. Tak wigc i kompozyt w kierunku poprzecznym
musi by¢ mato wytrzymaty. Analogiczny wniosek mozna wysnu¢ w stosunku do
wytrzymalo§ci na S$cinanie, réwniez wielokrotnie mniejszej od podtuznej, gdyz przy
obciazeniu $cinajacym gldwna rolg takze odgrywa matryca.

KOMPOZYT WYTRZYMALOSC ODKSZTALCENIA
[MPa] NISZCZACE [%]
MATERIAL A\ X X Y Y. S ELt Elc ET¢ ETc YLT
T300/5208 (widkna | 70 | 1500 1500 40 246 68 | 124 123 039 241 142
weglowe / epoksyd)
Scotch ply 1002(Wk | 45 | 1062 610 31 118 72 | 236 136 026 098 131
szklane E / epoksyd)

boron / epoksyd 0.50 ] 1260 2500 61 202 67 | 0.60 1.19 032 1.06 1.40
kevlar 49 / epoksyd | 0.60 | 1400 235 12 53 34 | 1.84 031 022 0.96 1.62

Tabela 1. Charakterystyki wytrzymatosciowe dla kompozytéw jednokierunkowych



Kluczowym pytaniem w analizie wytrzymalo$ciowej kompozytu jednokierunkowo
zbrojonego (warstwy lub zbioru warstw jednakowo zorientowanych) jest pytanie - jak w
oparciu o podanych pig¢ charakterystyk wytrzymato$ciowych okresli¢ nosnos¢ warstwy, w
ktorej wystepuje wieloosiowy stan naprezenia w uktadzie wspotrzednych okre§lonym przez
gltowne osie materiatowe. Podkreslmy to wyraznie - w analizie wytrzymatosciowej jest nim
zawsze wlasnie uktad gléwnych osi materiatlowych, co wiaze si¢ wprost ze znajomoscia
charakterystyk wytrzymatosciowych wylacznie w tym uktadzie.

Zwroémy uwage na to, ze wieloosiowos$¢ stanu naprgzenia nie musi by¢ w przypadku
warstwy ortotropowej wywotana dziataniem obciazenia ztozonego. Wystarcza, aby jej
obciazenie stanowito np. obciazenie jednokierunkowe, ale dziatajace wzdtuz kierunku nie
pokrywajacego si¢ z zadng z gtdéwnych osi materiatowych. Pokazano to na rysunku 1.
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W ukl. (x, y) jedyna niezerowa sktadowa tensora naprgzenia jest oczywiscie Oy, ale
transformujac tensor napr¢zenia do ukl. gldéwnych osi materialowych (1, 2) otrzymamy
tensor, ktorego wszystkie trzy sktadowe sa niezerowe, a ich wartosci zaleza od kata o.. Nie
wnikajac w kryteria wytrzymatosciowe dla ztozonych standw naprezenia, nie trudno sobie
wyobrazié, ze przy tym samym co do warto$ci obciazeniu, dla pewnych katow o warstwa
moze ulec zniszczeniu, a dla innych nie. Tak wigc nalezy podkresli¢, iz wytrzymatosé
warstwy zalezy od orientacji napr¢zen w niej wystgpujacych (czy tez orientacji obciazenia).
Jest to efekt, ktory nie wystepuje w materiatach izotropowych.

Wréémy do zasadniczego problemu tzn. kryteriow wytrzymatosciowych dla wieloosiowego
stanu napr¢zenia w warstwie. Podobnie jak w przypadku znanych z analizy materiatow
izotropowych hipotez wytezeniowych, tak i w przypadku kompozytéw zadne z nich nie ma
uzasadnienia teoretycznego. Wszystkie wynikaja z obserwacji doswiadczalnych i jako takie
moga by¢ nazwane kryteriami empirycznymi. Biorac pod uwage réznorodno$¢ materiatow
kompozytowych 1 wrecz nieograniczona swobod¢ w doborze ich konfiguracji trudno
oczekiwa¢ uniwersalno$ci tych kryteridw 1 precyzji wynikow uzyskiwanych na ich podstawie
w kazdym przypadku. Podobne zastrzezenie mozna jednak zglosi¢ takze i pod adresem
hipotez wyt¢zeniowych dla izotropii, a przeciez sa one powszechnie stosowane i
akceptowane.

Podstawowe kryteria wytrzymalo$ciowe (zwane czasami kryteriami dwuosiowymi, ze
wzgledu na to, ze dotycza stanéw dwuosiowych naprgzenia) w kolejnosci odpowiadajacej
czestosci ich stosowania w projektowaniu, a jednoczesnie ich prostocie to :

¢ kryterium maksymalnego napre¢zenia,

¢ kryterium maksymalnego odksztatcenia,

¢ kryterium Azzi'ego - Tsai'a - Hill'a,

¢ kryterium Tsai'a - Wu.

Wszystkie te kryteria, jakkolwiek rézne, maja te ceche wspolna, ze sa kryteriami
"makroskopowymi", nie uwzgledniajacymi Zadnych mechanizméw mikrouszkodzen
wewnatrz kompozytu, tak wigc poziomem obserwacji przez nie wykorzystywanym jest
warstwa, a nie jej sktadniki i ich mozliwe réznorakie uszkodzenia prowadzace do zniszczenia
warstwy.



1.1. Kryterium napre¢zenia maksymalnego

Kryterium napr¢zenia maksymalnego méwi, ze warunkiem stanu bezpiecznego kompozytu
jednokierunkowego jest, aby naprg¢zenia normalne o) 1 G, oraz naprgzenie styczne O
(zwro¢my uwage na fakt stosowania w tej pracy tzw. notacji zwezonej Voigta) nie
przekraczaty warto§ci wytrzymalos$ci odpowiadajacych ich kierunkom. Formalny zapis
kryterium ma zatem postac :

W wypadku, gdy ktérykolwiek z warunkéw (1) nie jest spelniony to w mys$l kryterium
napr¢zenia maksymalnego uwaza sig, ze materiat ulega zniszczeniu w wyniku mechanizmu
zniszczenia zwiazanego z naprezeniami normalnymi lub stycznym. Tak wigc pozwala ono na
identyfikacj¢ sposobu zniszczenia kompozytu. Jego wada jest natomiast to, Zze nie uwzglednia
sprzgzenia migdzy tymi mechanizmami. W istocie zatem powinno si¢ mowi¢ o trzech
oddzielnych i nie zwiazanych ze soba sub-kryteriach.

Latwo zauwazy¢, ze kryterium maksymalnego naprezenia ma swe zrodto w znanej z analizy
wytezeniowe] materialdw izotropowych hipotezie Galileusza - maksymalnych naprezen
glownych.

Dla ilustracji omawianego kryterium rozwazmy przypadek jednoosiowego rozciagania
pokazany na rys. 1. W ukt. (x, y) stan napr¢zenia opisany jest jedyna niezerowa sktadowa oy.
Po transformacji tensora napr¢zenia do ukt. (1, 2) otrzymujemy tensor w postaci :

2
o, G, cos” o
G,(= o, sin’ a (2)
G -0, cosasina

Stosujac kryterium naprgzenia maksymalnego (1)otrzymujemy:
GX<Xt/00820L ; cx<Yt/sin20c ; GX<S/(cosocsinoc) (3)

W uktadzie wspotrzednych (oy, o) otrzymamy zatem trzy krzywe, z ktorych pierwsza odpowiada
zniszczeniu wskutek przekroczenia wytrzymato$ci na rozciaganie podluzne X, druga -
wytrzymato$ci na §cinanie S, za$ trzecia - wytrzymalo$ci na rozciaganie poprzeczne Y. Dane
doswiadczalne w wielu wypadkach odbiegaja od przewidywan teoretycznych wynikajacych z
omawianego kryterium, szczegélnie dla kompozytow typu widkno szklane/epoksyd. Dla
przykladu - niezaleznie od rodzaju kompozytu nie obserwuje si¢ wzrostu wytrzymatosci
kompozytu w stosunku do wytrzymatosci na rozciaganie podtuzne X; dla matych katéw o, na
co wskazywalaby krzywa pierwsza, jak réwniez punktéw nieciagtosci na krzywej (ox, o) w
miejscu przecinania si¢ poszczegdlnych jej czesci. .

1.2. Kryterium odksztalcenia maksymalnego

Kryterium odksztalcenia maksymalnego jest koncepcyjnie bardzo zblizone do kryterium
napr¢zenia maksymalnego. Rdznica polega jedynie na tym, ze warunki graniczne nalozone sa
nie na naprgzenia, ale na odksztalcenia. Maja one nastgpujace postaci :

—€c €18 ; —E€r.<€yS8&1 ‘86‘SYLT “4)
Odksztatcenia warstwy musza by¢ wyrazone w uktadzie gtownych osi materiatowych (1, 2).

Graniczne warto$ci odksztatcen, w przypadku liniowej teorii sprezystosci wyznacza si¢ z



odpowiadajacych im naprezeniowych charakterystyk wytrzymatosciowych ze zwiazkow :
sLt:Xt/E1 SLCZXC/EI (5)
th:Yt/E2 8Tc:Yc/Ez YLT:S/Glz

Wartosci odksztatcen granicznych mozna tez wzia¢ bezposrednio z badan doswiadczalnych.

Krzywa wytrzymatosci kompozytu w ukl. (o, o) sktada si¢, podobnie jak w kryterium
naprezenia maksymalnego, z trzech linii odpowiadajacych warunkom (4). Wszystkie wady 1
zalety kryterium naprg¢zeniowego odnosza si¢ w réwnym stopniu do kryterium odksztalcenia
maksymalnego. Latwo takze mozna wskazaé jego "protoplaste" wsrod hipotez dla materiatéw
izotropowych, a mianowicie hipotez¢ de Saint-Venanta - maksymalnych odksztatcen
gtéwnych.

1.3. Kryterium Azzi'ego - Tsai'a - Hill'a

Kryterium Azzi'ego - Tsai'a - Hill'a (A-T-H) nalezy do grupy kryteriow empirycznych
uwzgledniajacych sprzezenie migdzy réznymi mechanizmami zniszczenia kompozytu
poprzez uwzglednienie w kryterium wytrzymato$ciowym wszystkich sktadowych stanu
napr¢zenia. Warunek plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky'ego zostal uogdlniony na
materiaty ortotropowe w 1950 roku przez Hill'a. Uogdlnienie to ma postac :

(G+H)o; +(F+H)os +(F+G)os —2Ho, 6, -2Go, 65 —2Fc, 05 +
+2L13 +2M1 3 +2N1, =1 (6)

Warunek plastycznos$ci zostal jednoczesnie uznany za kryterium wytrzymalosciowe dla
kompozytu, tak wiec de facto zaklada si¢, ze o wytrzymatosci kompozytu decyduje
osiagnigcie granicznego stanu liniowo sprezystego. Parametry F, G, H, L, M, N , zwiazane z
plastycznym  zachowaniem  kompozytu  zostaly  zastapione  charakterystykami
wytrzymatosciowymi X, Y, S, bez uwzglednienia roznic w ich wartosciach dla rozciagania i
sciskania.

Rozpatrujac jednoosiowe przypadki stanu naprezenia - Tsai uzyskat zwiazki migdzy
parametrami F, G, H, L, M, N i charakterystykami wytrzymato$ciowymi X, Y, S.

Dla ptaskiego stanu naprezenia kryterium (6) przyjmuje postac :

(01/X)" +(0,/Y) = 0,0, /X? +(0s/8) =1 %

Azzi 1 Tsai wykazali, ze kryterium w postaci (7) zachowuje wazno$¢ rowniez wowczas, gdy
material kompozytowy ma rdézne charakterystyki wytrzymato§ciowe na rozciaganie i
Sciskanie. Modyfikacja kryterium polega wowczas na wstawieniu w miejsce X 1 (lub) Y - w
zaleznosci od znaku napr¢zen G, o, - warto$ci wytrzymatosci na rozciaganie X, Y lub na
Sciskanie X, Y. [lustruje to rys. 2. Kryterium, z tak pomys$lanymi modyfikacjami nazywane
jest w literaturze kryterium Azzi'ego - Tsai'a - Hill'a, badZ Tsai'a - Hill'a.

c1>0 :>X=Xt

Y, "p. 62 <0 —Y=Y, Rys. 2. Zasady wyboru charakterystyk

wytrzymato$ciowych w kryterium A-T-H.




Przewaga kryterium A-T-H nad kryteriami napr¢zenia i1 odksztalcenia maksymalnego
przejawia si¢ tym, ze :

¢ pozostaje w lepszej zgodnosci z wynikami do§wiadczalnymi,

¢ uwzglednia interakcje sktadowych stanu napr¢zenia,

¢ jego obrazem jest jedna krzywa gtadka, a nie tr6jodcinkowa krzywa z punktami nieciagtosci.

1.4. Kryterium Tsai'a - Wu.

U podstaw tego kryterium lezato dazenie do jak najlepszego dopasowania teoretycznych
krzywych zniszczenia do wynikéw doswiadczalnych. Jest to wigc kolejne kryterium
empiryczne. Tsai i Wu zaproponowali w 1971 roku nowe charakterystyki wytrzymatosciowe
zwiazane glownie ze wspotzaleznosciami naprezen w wieloosiowych stanach napr¢zenia w
formie tzw. tensorow wytrzymatosci - rzedu II Fj; 1 rzedu IV Fjq . W notacji zwgzonej
kryterium Tsai'a-Wu opisujace powierzchnig zniszczenia w przestrzeni napr¢zen ma postac :

FiGi+Fij Gicj =1 1,]21,26 (8)
Dla kompozytu ortotropowego w ptaskim stanie napr¢zenia row. (8) redukuje si¢ do postaci :
F161+F262 +F666 +F116%+F22G%+F66G%+2F126162:1 (9)

W przypadku ptaskim wszystkie elementy tensorow wytrzymatosci, z wyjatkiem Fj», mozna
wyznaczy¢ w probach jednoosiowego rozciagania i $ciskania oraz prdbie $cinania - jest to
pokazane szczegdbtowo w pracy autora ,,Podstawy mechaniki...”. Maja one nastgpujace postaci :

F =1/X.X, F =1/X, - /X, Fp =1/Y, Y, (10)

F, =1/Y, - /Y, Foo =1/ Fg=0 (11)
Wida¢, ze sktadowe Fi, Fa, Fi1, Foo 1 Fgg wyrazaja si¢ poprzez standardowe charakterystyki
wytrzymato$ciowe. Do pelnego opisu tensorow wytrzymatosci brakuje jedynie sktadowej F,

. Zwiazana jest ona z interakcja naprezen normalnych o; 1 6. Jej wyznaczenie mozliwe jest w

zasadzie jedynie w te$cie dwuosiowym, o programie obcigzenia np. o; = G, = O.
Otrzymujemy wtedy nastgpujaca postac sktadowej Fy; :
F, =12 [1/62 ~(F, +F, ) fo - (F, +F22)] (12)

Widaé, ze do wyznaczenia Fi, nie wystarcza znajomo$¢ standardowych charakterystyk
wytrzymatosciowych, ale nalezy dodatkowo okresli¢ doswiadczalnie warto$¢ obciazenia o,
przy ktorym kompozyt ulega zniszczeniu.

W przypadku braku danych do§wiadczalnych, Fi, mozna oblicza¢ z nastgpujacego rOwnania :

F, = T4/ Fiy Fp /2 (13)

1.5. Inne kryteria wytrzymalosciowe.

Przedstawione w punktach 1.1-1.4 kryteria wytezeniowe to jedynie cztery wybrane sposrod
wielu innych. Wigkszo$¢ z niewymienionych w artykule kryteriow to modyfikacje kryterium
Hill’a, bardzo zblizone do warunku A-T-H. Jedyna réznica to z reguly inna postaé
mianownika trzeciego wyrazu w réw. (7). Do tej grupy naleza m.in. kryteria Norrisa,
Ashkenazi’ego, Fishera, Hoffmana, Martina i.in. Druga duza grupa kryteridow to modyfikacje
tensorowego warunku Tsai’a-Wu, polegajace na odmiennym od (12) i (13) przyjmowaniu
wyrazu Fi; - tak jest m.in. w kryteriach Hoffmana, Cowina, Rowlandsa, Stachursky’ego 1 in.



Istnieja takze kryteria, ktore probuja uwzgledni€, najczesciej czysto formalnie, mechanizmy
zniszczenia kompozytu. Wymienmy tu kryteria Pucka 1 Schneidera, Hashina i Rotema,
Voloshina i Arcana. Obszerny wykaz literatury dotyczacej tego zagadnienia mozna znalez¢ w
pracy pod red. Frangois i Gotaskiego. Tematyce tej po§wigcony jest takze jeden z artykutéw
niniejszego tomu.

2. WYTRZYMALOSC WARSTWOWYCH LAMINATOW KOMPOZYTOWYCH

W pkt. 1 omoéwiono kryteria wytrzymatosciowe dla warstwy kompozytowej jednokierunkowo

zbrojonej wtoknami. Podano tez charakterystyki wytrzymato§ciowe warstwy, tak naprezeniowe,

jak 1 odksztatceniowe. Procedura okreslenia nosnosci, tzn. obciazenia jakie moze bezpiecznie

przenie$¢ warstwa jest w tym przypadku jasna i daje si¢ przedstawi¢ nastgpujaco :

¢ wyznaczy¢ skladowe stanu naprgzenia 1 odksztalcenia (w przypadku kryterium
odksztatcenia maksymalnego) w funkcji obciazenia zewngtrznego,

¢ wstawi¢ wyznaczone sktadowe do jednego z kryteriow wytrzymatosciowych 1 okresli¢
poszukiwana no$nos¢.

W przypadku laminatu, a wigc zbioru warstw, ktore moga r6zni¢ si¢ miedzy soba zar6wno
parametrami geometrycznymi jak 1 materialowymi sytuacja jest znacznie bardziej ztoZona.
Roéznorodno$¢ materiatéw kompozytowych, mnogos$¢ roznych mechanizméw ich zniszczenia,
wzajemne powiazania mig¢dzy nimi, trudno$ci z doswiadczalna weryfikacja kryteriow
wytrzymatosciowych (duze rozrzuty wynikow, brak ujednoliconych procedur badawczych,
nieodpowiednie niekiedy techniki eksperymentalne) sprawiaja, ze w chwili obecnej nie
istnieje uniwersalna teoria wytrzymalosciowa dla laminatow. Mowiac inaczej - nie sposob
jest okresli¢ ich wytrzymato$¢ przyjmujac jako poziom obserwacji laminat jako catos¢.
Konieczne jest zejscie na poziom poszczegdlnych warstw 1 dopiero w oparciu o ich wlasnosci
wytrzymato§ciowe zbudowa¢ algorytm analizy wytrzymato$ciowej odnoszacy si¢ do
laminatu. To sprawia, Ze istnieje w tym zakresie pewna dowolno$¢, ktorej odzwierciedleniem
jest istnienie réznych metod wyznaczania wytrzymalosci laminatéw. Analiz¢ komplikuje
takze fakt, ze wszystkie kryteria dotyczace warstwy bazuja na wytrzymatosciach okreslonych
w jej gtownych osiach materiatlowych. W analizie laminatu stosuje si¢ natomiast dowolnie
przyjety globalny uktad odniesienia. Nieograniczone mozliwosci orientacji poszczegdlnych
warstw wzgledem tego uktadu, powoduja ze z regulty mamy do czynienia z wielo$cia uktadoéw
wspotrzednych, co moze prowadzi¢ do pewnych komplikacji obliczeniowych.

O wytrzymatos$ci laminatu decyduja nastepujace czynniki :

1) charakterystyki wytrzymato§ciowe warstwy

2) charakterystyki sztywno$ciowe warstwy

3) charakterystyki temperaturowe (wspotczynniki rozszerzalnos$ci cieplnej) warstwy
4) sekwencja utozenia warstw 1 ich udziat objetosciowy.

Znaczenie pierwszego z nich jest oczywiste 1 nie wymaga komentarza. Czynniki 2) i 4)
decyduja o postaciach macierzy sztywnosci 1 podatno$ci laminatu, niezbgdnych do okreslenia
naprezen 1 odksztalcen warstwowych w laminacie. Te z kolei sa konieczne przy okreslaniu
wytrzymato$ci poszczegolnych warstw, a w dalszej kolejno$ci rowniez i laminatu.

Osobnego komentarza wymaga czynnik 3). Temperatura pracy laminatu z reguty ro6zni si¢ od
temperatury laminacji. Wynikajaca stad roznica temperatur jest zrodtem powstawania
napr¢zen resztkowych, ktore maja wplyw na wytrzymato§¢ laminatu i powinny by¢
uwzgledniane w jego caloSciowej analizie wytrzymatosciowej, cho¢ niewatpliwie ja
komplikuja.

Wspomniano juz wczesniej, ze u podstaw wyznaczania wytrzymato$ci laminatu lezy analiza



wytrzymatosci tworzacych go warstw, a usci§lajac to stwierdzenie - analiza naprezen i
odksztalcen warstwowych, ktére wyznacza si¢ z zalezno$ci wynikajacych z tzw. klasyczne;j
teorii laminacji. Stosujac w odniesieniu do kazdej z warstw wybrane kryterium
wytrzymatosciowe mozna okresli¢ wytrzymatos¢ kazdej z nich, a tym samym znalezé
warstwe, ktora ulegnie zniszczeniu (wedle przyjgtego kryterium) jako pierwsza. Mozna zatem
wyznaczy¢ takze obciazenie, przy ktorym nastapi zniszczenie tej warstwy. Nosi ono nazwe
obciazenia niszczacego pierwsza warstwe (w literaturze anglosaskiej ogolnie przyjetym
terminem jest First Ply Failure load, przy czym uzywa si¢ powszechnie skrétu - FPF . Cho¢
mozna by si¢ pokusi¢ o jego polski odpowiednik, to bedziemy tu uzywaé skrotu
angielskiego).

Z reguly zniszczenie pierwszej warstwy nie oznacza wyczerpania no$nosci laminatu. W
wigkszosci przypadkéw moze on nadal bezpiecznie przenosi¢ obciazenie, czasem znacznie
wigksze niz obciazenie odpowiadajace FPF. Zazwyczaj jest tak, ze zniszczeniu ulegaja
kolejne warstwy, a laminat jako calo$¢ nadal moze przejmowac zwigkszone obcigzenie 1
dopiero zniszczenie ostatniej warstwy jest rownoznaczne z wyczerpaniem jego nos$nosci.
Obciazenie, przy ktorym to nastgpuje nosi nazwe obciazenia niszczacego ostatnia warstwe (w
literaturze anglosaskiej ogolnie przyjetym okresleniem jest Last Ply Failure load, przy czym
uzywa si¢ skrotu tego okre§lenia - LPF. Réwniez my begdziemy uzywaé tego skrotu,
rezygnujac z poszukiwania polskiego odpowiednika).

W analizie wytrzymato$ciowej laminatu bazujacej na koncepcji LPF musi by¢ rozpatrywane
zachowanie wszystkich warstw, prowadzace do wykluczania z laminatu kolejno niszczacych
si¢ warstw. Tak wigc mamy tu do czynienia z zadaniem, w ktérym konieczne jest wielokrotne
jego "redefiniowanie". Stosowane sa dwa podejscia do uwzgledniania wplywu zniszczonej
warstwy na wilasno$ci wytrzymatosciowe laminatu. Pierwsze z nich polega na catkowitym
wykluczeniu zniszczonej warstwy z laminatu, tzn. przyjgciu, ze wszystkie jej sztywnosci sa
zerowe (w literaturze ang. podejScie to nosi nazwe fotal ply discount approach). Drugie
podejscie, obliczeniowo bardziej pracochtonne, uwzglednia mechanizm, zgodnie z ktérym
nastgpuje zniszczenie danej warstwy 1 wyklucza sig jedynie te sposrdd jej charakterystyk
sztywnoS$ciowych, ktore zwiazane sa z danym mechanizmem. Takie podejScie sprowadza si¢
zatem do czg$ciowego wykluczenia warstwy uszkodzonej z dalszej analizy (ang. partial ply
discount approach). Jezeli mechanizm zniszczenia zwigzany jest z uszkodzeniem matrycy, to
przyjmuje si¢ jako zerowy tylko poprzeczny modut sprezystosci 1 modul S$cinania,
zachowujac niezmieniong warto$¢ podtuznego modutu sprezystosci warstwy. W przypadku,
gdy mechanizm zniszczenia zwigzany jest ze zniszczeniem wiokien, wowczas wszystkie
sztywno$ci przyjmuje si¢ jako zerowe (w tym wypadku znika réznica migdzy metoda
czesSciowej 1 catkowitej eliminacji warstwy).

Dalsza analiza wytrzymato$ci, bez wzgledu na to, ktoéry sposob eliminacji warstwy zostal
zastosowany, przebiega w ten sposob, ze nalezy wyznaczy¢ dla "nowego" laminatu macierze
sztywnosci, a nastgpnie dokonaé¢ sprawdzenia czy pozostale nieuszkodzone warstwy
"nowego" laminatu moga bezpiecznie przenies¢ obciazenie, przy ktorym nastapito
zniszczenie warstwy analizowanej jako ostatnia. Jezeli tak jest to oznacza to, ze laminat jest
w stanie przeja¢ zwigkszone obciazenie - cala procedur¢ wyznaczania jego wytrzymato$ci
nalezy zacza¢ od poczatku. W przeciwnym przypadku mamy do czynienia z ostatecznym
zniszczeniem laminatu, a obciazeniem niszczacym, odpowiadajacym LPF, jest obciazenie
niszczace warstwe analizowana jako ostatnia. Procedurg t¢ ilustruje schematu blokowy na
rysunku 3.



3. UWAGI KONCOWE

Analiza wytrzymalo$ciowa kompozytow warstwowych, jakkolwiek posiadajaca jasno
okreslony algorytm (rys. 3) jest klopotliwa obliczeniowo, choéby tylko ze wzgledu na
konieczno$¢ wyznaczania macierzy sztywnos$ci i obliczania macierzy odwrotnych. Wraz ze
wzrostem ilosci warstw kompozytu, szczegdlnie o réznych orientacjach osi materialowych
poszczegdlnych warstw wzgledem globalnego ukladu odniesienia radykalnie ro$nie ilos¢
obliczen - odnosi si¢ to zwlaszcza do metody LPF. Sa one ktopotliwe nawet dla stosunkowo
najprostszych laminatoéw poprzecznych, o kilku zaledwie warstwach i najprostszym typie
obciazenia - obciazeniu rozciagajacym, dziatajacym w plaszczyznie laminatu. Ilustruje to
przyktad laminatu o kodzie [0, 90,]s, zamieszczony w dalszej czgsci artykutu. Znacznie
utatwia zadanie wykorzystanie programéw komputerowych. Jednym z takich programow -
sprawnym, prostym, a co nie bez znaczenia typu shareware - jest program LAMINATOR
dostgpny pod adresem http://tni.net/~mlindell/laminator.html . Inne programy i obszerne
archiwum  mozna  znalez¢ w  The  Composites  Registry pod  adresem
http://www.compositesreg.cony .




Charakterystyki materiatowe
Konfiguracja laminatu
Obcigzenie

v
Wyznacz macierze sztywnosci
[A]l. [B], [D]
v

Oblicz odksztatcenia laminatu w
ukfadzie globalnym (x, y)

€x &y Txy

¥
Oblicz naprezenia warstwowe
3
0')(( G‘f, r')((y i
¥

Oblicz naprezenia warstwowe w
ukfadzie lokalnym warstwy (1, 2)

k k k
°1 9% S . , ,
’ Zwieksz obcigzenie

A

Zastosuj kryterium
wytrzymatosciowe dla warstwy

v NIE
[ Czy warstwa ulega uszkodzeniu ? ]—’
v TAK
Metoda FPF Metoda LPF
v v

obcigzeniu przytozonemu [ ulegta uszkodzeniu ?

{ NIE
Uaktualnij macierz sztywnosci warstwy, tzn.:

- 1. wyzeruj wszystkie sktadowe
ZAKONCZ OBLICZENIA lub —

2. wyzeruj odpowiednie skladowe

Obcigzenie niszczace rowne TAK [ Czy ostatnia warstwa ]

Rys. 3. Algorytm analizy wytrzymalo$ciowej warstwowego laminatu kompozytowego.

PRZYKEAD ANALIZY WYTRZYMALOSCIOWEJ LAMINATU POPRZECZNEGO

Okresli¢ warto$¢ obciazenia N, jakie jest w stanie przenie$¢ symetryczny laminat poprzeczny
o kodzie [0, 90;]s, poddany rozciaganiu. Laminat wykonano z warstw kompozytu wtokno
weglowe/epoksyd o nazwie Torayca T300/ Vicotex 174B. Charakterystyki sztywno$ciowe,
wytrzymalosciowe i termiczne kompozytu sa nastepujace: E;=137x10°> MPa, E,=10.04x10°
MPa, G,=4.8x10° MPa, v;,=0.3, v2;=0.0219, X; =1531 MPa, X=1390 MPa, Y, =41 MPa,
Y =145 MPa, S=98 MPa, o,=3.1x10" 1/°C, 0,,=3.1x10" 1/°C. Grubo$¢ pojedynczej warstwy
wynosi t,=1.23x10™ m. Temperatura laminacji wynosita 120°C, za$ temperatura eksploatacji
wynosi 20°C. Konfiguracja laminatu i sposob jego obciazenia pokazano na rys 4. Przy
wyznaczaniu wytrzymatosci warstw wykorzysta¢ kryterium Azzi-Tsai'a-Hill'a (szczegoty
obliczen znajduja si¢ w cytowanej wczesniej pracy autora niniejszego artykutu).
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Rys. 4. Konfiguracja rozciaganego laminatu [0, 90,];.

1) Macierze sztywnosci warstwy w gléwnych osiach materialowych (1, 2)

Zredukowana macierz sztywnosci warstwy [Q] - rownanie (D1) ma postac :

13791 303 0
Q|=| 303 1011 0 [x10°[MPa] (14)
0 0 48

2) Transformowane macierze sztywnosci warstw w ukladzie odniesienia (x,y)

Transformowane macierze sztywnosci warstw 0° 1 90° w uktadzie odniesienia (x, y) wynikaja
wprost z macierzy zredukowanej i nie zachodzi potrzeba korzystania z pracochlonnych
obliczen wg ogolnych réwnan (D2). Macierze te maja nastgpujace sktadowe

B 13791 303 0 B 1011 303 0
[Q], =| 303 1011 0 |x10° [Q],,. =| 303 13791 0 |x10°[MPa]  (15)
0 0 48 0 0 48

3) Macierze sztywnosci laminatu

Ze wzgledu na symetri¢ laminatu macierz sztywnosci [B], sprzg¢zenia stanu tarczowego 1
gigtnego jest macierza zerowa. ZnajomoS$¢ macierzy sztywnosci gietnej [D] nie jest
konieczna, gdyz analizowany jest tu wyltacznie stan tarczowy. Unormowana macierz
sztywnosci tarczowe] [A]/t [MPa]obliczona z réwnan (D3b) dla laminatu [0, 90,]s oraz
macierz do niej odwrotna [A]'t [MPa]"' maja odpowiednio postaci :

(A] [5271 303 0 [0 604 0
=| 303 9531 0 |x10° ; [A]'t=|-604 1051 O |x10~’ (16)

t 0 0 48 0 0 20833

4) Wypadkowe sily termiczne

Wypadkowe sity termiczne powstajace w laminacie wskutek réznicy temperatury laminacji T}
1 eksploatacji Te ( AT = T, - Ty ) okreslone sa réwnaniem (D4). Wystgpujace w nim macierze
pozornych (tzn. podanych w ukt. odniesienia (x,y)) wspotczynnikow rozszerzalnosci cieplnej,
ktore w ogolnym przypadku wyznacza si¢ poprzez transformacje tensora utworzonego ze
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wspotczynnikéw o 1 o, podanych w osiach materiatowych, w przypadku laminatu
poprzecznego mozna utworzy¢ wprost z tych wspoltczynnikow. Macierze te maja postaci :

31 310
oo =9310px 1077 {0 gpe =7 3.1 px1077[1/°C] (17)
0 0

Wykorzystujac (15) 1 (17) z réw. (99) otrzymujemy wartosci wypadkowych sit termicznych :

~255
(NT}/t=1-196; [MPa] (18)
0

5) Naprezenia warstwowe

Naprezenia warstwowe dla dowolnego laminatu symetrycznego opisuje rownanie (DS).
Uwzgledniajac, ze sity wypadkowe {IN} maja dla rozpatrywanego obciazenia postac :

N, =N
N, =0 (19)
N, =0

po wykonaniu obliczen otrzymamy nastgpujace wartosci naprezen w warstwach 0° 1 90°

o, 26198 5213 o, 01904 26.08
oy =100515,xN/412808 ¢ ;5 doyp  =1-00257px N +1-1405;  (20)
Txy ) e 0 0 Txy J gge 0 0

6. Obciazenie N powodujace uszkodzenie pierwszej warstwy (FPF)

Obliczone naprgzenia warstwowe nalezy wstawi¢ do kryterium wytrzymatosciowego A-T-H,
oddzielnie dla kazdej warstwy laminatu. W wyniku obliczen otrzymamy warto$¢ sity N (na
jednostke szeroko$ci laminatu), przy ktérej ulegnie uszkodzeniu pierwsza warstwa.

Naprezenia warstwowe (20), aby mogly by¢ uzyte w kryterium wytrzymatoSciowym musza
by¢ przetransformowane do glownych osi materiatowych warstw. Dla laminatu
poprzecznego, ze wzgledu na szczegodlne potozenie uktadu odniesienia (x, y) oraz uktadéw
glownych (1, 2), napr¢zenia w osiach gtéwnych znajdujemy wprost z (20) bez potrzeby ich
transformacji. Pokazano to na rys. 5.

Kryterium A-T-H - réwnanie (7) - przyjmuje dla warstw 0° i 90° nast¢pujace postaci :

2
o2 +(X,/Y,) o2 ~6,0, -X? =0 dla warstwy 0° @1)

2 2
Gi+(Yt/Xc) Gi—(Yt/XC) csxcsy—Yt2 =0 dla warstwy 90° (22)

Rozwiazujac row. (21) 1 (22) otrzymujemy warto$ci obciazenia odpowiadajacego uszkodzeniu
pierwszej warstwy. Wynosza one

N/t=210.7 MPa dla warstwy 0° (23)
N/t=783 MPa dla warstwy 90° (24)

Z rozwiazania wida¢, ze jako pierwsza ulegnie uszkodzeniu warstwa wewngtrzna 904, dla
ktorej obciazenie niszczace jest mniejsze. Ostatecznie zatem mamy :

(N/t) ppp = O ppr =783 MPa (25)
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Rys. 5. Naprezenia warstwowe w ukl. odniesienia (x, y) i uktadach gtéwnych (1, 2).

7) Naprezenia warstwowe i odksztalcenia laminatu przy obcigzeniu FPF

Naprezenia warstwowe przy obciazeniu rownym FPF, wyznaczone z (20) wynosza :

O« 153.0 O 410
oy =14 32.1 Cy =1—161;[MPa] (26)
T 0 T 0

XY J gpFo° XY J FPF90°

Zauwazmy, ze w warstwie 90° naprezenie w kierunku osi x, a wigc kierunku poprzecznym do
kierunku wtékien wynosi 41 MPa, czyli dokladnie tyle, ile jej wytrzymato$¢ na poprzeczne
rozciaganie. Pozostate naprezenia w obu warstwach sa mniejsze od odpowiednich
wytrzymato$ci. Mozna zatem okresli¢ mechanizm uszkodzenia warstwy 90° - jest to pgkanie
matrycy wzdhiz kierunku widkien. Potwierdzaja to badania doswiadczalne. Obserwujac pod
mikroskopem odpowiednio wypolerowana boczna powierzchni¢ laminatu (tak aby widoczny
byl uktad warstw na jego grubosci) mozna stwierdzi¢ obecno$¢ licznych szczelin, ktorych
plaszczyzna $rodkowa przebiega mniej wigcej rownolegle do kierunku wildkien. Wystepuja
one w niemal rownych od siebie odleglosciach 1 "przecinaja" cala szeroko$¢ laminatu -
okreslane sa one mianem wewnatrzwarstwowych. Mechanizm uszkadzania si¢ laminatow
poprzecznych w wyniku powstawania szczelin wewnatrzwarstwowych w warstwie 90°
pokazano na rys. 6.

warstwa 90° 3

[ warstwa 90° | pra=

- 7

warstwa 0° I s %d
% e

szczelina
wewnatrzwarstwowa | —

N\ \e

\/

y/

warstwa 0°

Rys. 6. Uktad szczelin wewnatrzwarstwowych w warstwie 90° laminatu poprzecznego.

Odksztatcenia laminatu okreslone rownaniem (D6) mozna przedstawi¢ w postaci sumy
odksztatcen "mechanicznych" {em} 1 termicznych {er} :

e} = {eM}+ (e} @27)
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Odksztatcenia laminatu dla obciazenia wywotujacego uszkodzenie pierwszej warstwy
Wynosza:

148.85 -47.29

{eM] . =1-473;x107° {eT} . =1-19.06x107° (28)

ANALIZA LAMINATU PO USZKODZENIU PIERWSZEJ WARSTWY
8) Zredukowane i transformowane macierze sztywnosci warstw

Nieuszkodzone warstwy 0° maja zredukowane i transformowane macierze sztywnosci bez
zmian, tzn.:

13791 303 0 _ 13791 303 0
[Q],=| 303 1011 0 [x10° ; [Q],=| 303 1011 0 [x10° (29)
0 0 48 0 0 48

Zredukowana macierz sztywnosci dla uszkodzonej warstwy 90° zmienia si¢ wskutek
mechanizmu uszkodzenia opisanego wczesniej. Degradacji ulega sztywno$¢ warstwy w
kierunku poprzecznym do przebiegu wiokien w tej warstwie. Przyjmuje si¢ w zwiazku z tym,
ze poprzeczny modut sprezystosci i modut $cinania maja warto$ci zerowe. Zgodnie z row.
(D1) zredukowana macierz sztywnosci i wynikajaca z niej macierz transformowana maja
postaci :

137.0 0| _ 0 0 0f
[Ql,, =] 0 00[|x10° ; [Q],.=|0 137 0[x10 (30)
0 00 0 0 0

9) Macierz sztywnosci tarczowej laminatu uszkodzonego

Macierz sztywnosci tarczowej laminatu mozna wyznaczy¢ jedynie z ogdlnej definicji (D3a),
nie mozna natomiast skorzysta¢ z prostszych zaleznosci (D3b). Przyczyna tkwi oczywiscie w
tym, ze warstwy 0° 1 90° sa opisane r6znymi zredukowanymi macierzami sztywnosci i
wspotczynniki Uj traca swdj sens, czy mowiac precyzyjnie w ogoéle nie dadza si¢ zdefiniowacd.
Korzystajac z (D3a) oraz (31b) i (33b) otrzymujemy :

4597 101 O 2176 =232 0
[A]/t=] 101 9470 0 |x10° ; [A]'t=|-232 1056 0 |[x1077 (31)
0 0 16 0 0 62500
10) Wypadkowe sily termiczne
Wypadkowe sity termiczne obliczone z (99), po wykorzystaniu (31b), (33b) i (17) wynosza :
-4.56
{(NT}/t=1-1332{ [MPa] (32)
0
11) Napre¢zenia warstwowe

Naprezenia warstwowe obliczone wg tej samej procedury co w punkcie 5) wynosza :

y

Ty 0 0 - 0
OO Xy 900

o 30002 0001 o, 0 0
oy =100636¢xN/ 142074 ¢ Jo,t =1-00318;x NV +{-1486F  (33)
0
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12) Naprezenia warstwowe i odksztalcenia laminatu uszkodzonego przy obciazeniu FPF

Naprezenia warstwowe w laminacie z uwzglednieniem degradacji sztywnosci warstwy 90° i
catego laminatu, przy obciazeniu wywotujacym te¢ degradacje, tzn. (N/t)gpp, wynosza :

c, 23492 O 4 0

G, =13472 o, =1-1735/[MPa] (34)
T 0 T 0

Xy OO xy 900

Odksztatcenia laminatu wynosza wowczas :

170.38 ~9615
{eM}=1-181x10"° {eT}=1-1387;x107° (35)
0 0

13) Sprawdzenie kryterium A-T-H dla laminatu uszkodzonego przy obciazeniu FPF

Uszkodzeniu warstwy 90° przy obciazeniu FPF towarzyszy zmiana sztywnosci laminatu i
skokowa zmiana naprezen warstwowych (widoczna z poréwnania (26) i (34)), a rowniez i
odksztatcen laminatu (widoczna z poréwnania (28) i (35)). Moze si¢ wigc zdarzy¢ tak, ze
obciazenie to wywola takze uszkodzenie warstwy 0°. Nalezy zatem sprawdzi¢, czy stan
naprezenia w warstwie 0° jest stanem bezpiecznym wg przyjetego kryterium A-T-H.
Odpowiedni warunek, wynikajacy z tego kryterium przyjmuje tutaj postac :

(Gxoo/Xt)z+(Gy00/Yt)2—GxooGyOO/thﬁl (36)

Latwo sprawdzi¢, ze warunek (36) dla naprgzen (34) jest spelniony. Oznacza to, ze warstwa
0° pozostaje nadal nieuszkodzona, a laminat moze przeja¢é zwigkszone obciazenie
zewnetrzne.

14) Obciazenie N; uszkadzajace warstwe 0° laminatu uszkodzonego

Oznaczmy przez N; obciazenie zewngtrzne, jakie jest w stanie przenie$¢ uszkodzony laminat.
Wartos$¢ tego dodatkowego obciazenia wyznaczamy z kryterium A-T-H zastosowanego dla
warstwy 0°, w ktorej naprezenia opisane sa tensorem (33). Sposob postepowania pokazano w
pkt. 6. W wyniku obliczen otrzymujemy :

N, /t=1508 [MPa] (37)
15) Naprezenia warstwowe i odksztalcenia laminatu przy obcigzeniu N;

Naprezenia warstwowe wyznaczone z (33) 1 (37) wynosza :
1 1

G x 4525 O x 0
Gy =4393 Cy =1—19.66  [MPa] (38)
0 0

Txy ) o Txy ) g0

Odksztalcenia laminatu maja nastepujace wartosci :

3281 ~9615
{eM} =1-3477x107} {eT}=1-1387px107° (39)
0 0

Z wartoSci naprezen w warstwie zewngtrznej 0° widaé, ze naprezenie G,=G, jest bardzo
bliskie wytrzymatosci warstwy na poprzeczne (tzn. o kierunku osi "2") rozciaganie.
Mechanizm uszkodzenia tej warstwy musi by¢ zatem zwiazany z pgkaniem matrycy w
kierunku réwnoleglym do witdkien. Z (39) wida¢ takze, ze napr¢zenia o kierunku widkien,
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zarowno w warstwie 0°, jak 1 90°, sa wyraznie mniejsze od odpowiednich wytrzymatosci -
wlokna pozostaja wigc nadal nieuszkodzone i tylko one moga przenosi¢ dalsze obciazenie.
Przedstawiony tu stan uszkodzenia warstw, ktory mozna nazwa¢ stanem separacji wlasnosci
warstw (mozna tez spotka¢ okreslenie laminat "rozprzggnigty"), powoduje, ze jedyna
niezerowa sktadowa zredukowanej macierzy sztywnosci dla obu warstw jest Qi;. Z punktu
widzenia warstwy 0° jest to sztywnos¢ w kierunku zgodnym z kierunkiem obciazenia.
Oznacza to, ze warstwa ta, a w zasadzie jeden z jej sktadnikow - nieuszkodzone widkna -
nadal moga przejmowac obciazenie, mimo ze laminat jest w stanie rozprzggnigtym.

ANALIZA LAMINATU ROZPRZEGNIETEGO
16) Zredukowana i transformowane macierze sztywnosci warstw

Zredukowana macierz sztywnosci obu warstw jest taka sama i ma postac :

137 0 0
[Q]=| 0 0 0{x10*> [MPa] (40)
0 0
Macierze transformowane dla warstw 0° 1 90° maja sktadowe :
o 137 0 0 o 0 0 O
[Q],.=| 0 0 0|x10° [MPa] [Q], =10 137 0]x10° [MPa] (41)
0 00 0 0 0

17) Macierz sztywnosci tarczowej laminatu rozprzegnigtego

Unormowana macierz sztywnosci tarczowej laminatu w stanie rozprz¢gnigtym ma postac :

457 0 0
[A]/t= 8 9(1).3 8 x10° [MPa] (42)

Ze wzgledu na konieczno$¢ odwrocenia macierzy [A] sktadowa Ags musi by¢ przyjeta jako
dowolnie mata, ale niezerowa. W wyniku odwrocenia macierzy [A] otrzymujemy :

1 2190 0 0
[A]7'/t=| 0 1095 0 [x10~7 [MPa]" (43)
0 O Hwﬂ

18) Wypadkowe sily termiczne
Wypadkowe sity termiczne obliczone z (99), po wykorzystaniu (41) 1 (76) oraz (17) wynosza

~1416
(NT}/t=4-2831; [MPa] (44)
0

19) Naprezenia warstwowe w stanie separacji wlasnosci warstw
(O 3.0 G x 0
oy —{o}xl\% oy —{0} (45)
0
00

0

Txy Txy

90°
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20) Naprezenia warstwowe i odksztalcenia laminatu rozprze¢gnietego przy obciazeniu Ny

Napre¢zenia warstwowe w stanie rozprzggnigtym laminatu, przy obcigzeniu N/t wynosza :

O x 4525 O x 0
Cy =4 0 Gy =407 [MPa] (46)
Ty 0 Ty 0

y OO y 900

Odksztatcenia laminatu maja wowczas wartosci :

3302 -3l
{eM}:{ 0 }xlos {eT}=1-31px1073 47)
0 0

WYTRZYMALOSC LAMINATU

Przedstawiona analiza wytrzymato$ciowa laminatu stuzy przede wszystkim okresleniu jego
wytrzymatosci (no$nosci N). Wyznaczone uprzednio obciazenie N; jest obciazeniem, przy
ktéorym zgodnie z kryterium A-T-H ulega uszkodzeniu warstwa 0°, jednocze$nie ostatnia
warstwa laminatu, ktéra dotad pozostawala nieuszkodzona. Nie jest to jednak koncowa
warto$¢ obciazenia, jakie moze przenie$¢ laminat. Patrzac na wartoSci naprezen w warstwie
0° laminatu uszkodzonego, ale jeszcze nie rozprzggnigtego, przy obciazeniu rownym Ny (row.
(38)) stwierdzamy, ze naprezenie normalne w kierunku wiokien (zgodnym z kierunkiem
obcigzenia) wynosi o' xps= 452.5 MPa, podczas gdy wytrzymato$é¢ podtuzna warstwy, o ktorej
decyduja gtownie nieuszkodzone witokna, wynosi X; = 1531 MPa. Warstwa 0° jest wigc w
stanie przenie$¢ dodatkowo, juz po "rozprzegnigciu" laminatu, naprezenie AG wynoszace:

AG =X, -Gy (48)
Odpowiadajacy temu przyrostowi naprezen przyrost obciazenia, mozna okresli¢ na podstawie
postaci tensora naprezenia (45). Przyrost obciazenia wynosi :

AN/t=Ac/3 (49)

Maksymalne obciazenie, jakie jest w stanie przenies¢ analizowany laminat, odpowiadajace
catkowitemu zniszczeniu warstwy 0°, okreslone jako Nipr wynosi :

Nipe/t =N, /t+AN/t = 1508 +(1531-4525)/3=5103 [MPa] (50)

Latwo sprawdzi¢, Zze ten sam wynik otrzymujemy poprzez zastosowanie kryterium A-T-H w
odniesieniu do naprezen warstwowych (46).

Odksztatcenia laminatu odpowiadajace temu obciazeniu przyjmuja wartosci :

1117.6

{e} ={eM} = 8 x 1073 (51)
ANALIZA ROZWIAZANIA

W oparciu o uzyskane wyniki zbudowano wykres zaleznosci napr¢zenia oy (tzn. Ny/t) w
laminacie od jego odksztatcenia podtuznego & = &, Przedstawiono go na rys. 7.

Sktada si¢ on z trzech odcinkéw prostoliniowych rézniacych si¢ katami nachylenia.
Pomini¢to tu odksztalcenia residualne, wskutek czego pierwszy z odcinkéw wychodzi z
poczatku uktadu wspoétrzednych. Koniec odcinka okreslony jest punktem o wspoirzednych
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6,=78.3 MPa, £,=148.85x10", odpowiadajacym uszkodzeniu pierwszej warstwy (row. (25),
(28)). Podluzny modut sprgzystosci laminatu, okreslajacy nachylenie odcinka, wynika z
macierzy (16b) i jest rowny E;=1/A"'1;=52.6 GPa. Na skutek zmiany sztywnos$ci laminatu po
uszkodzeniu pierwsze] warstwy nastgpuje skokowy przyrost odksztatcenia do wartosci
£x=170.38x10” (réw. (35)) przy niezmienionym naprezeniu, widoczny na wykresie w postaci
tzw. "kolana". Wychodzi z niego drugi odcinek wykresu, biegnacy do punktu okreslajacego
uszkodzenie drugiej i zarazem ostatniej warstwy. Punkt ten wyznaczaja wspotrzedne
6,=150.8 MPa, £,=328.1x107 (r6w. (37), (39)). Podluzny modut sprezystosci wynosi teraz
45.9 GPa (patrz - macierz (35b)).

Kolejny odcinek odpowiada stanowi rozprze¢gnigtemu laminatu. Wskutek tego, ze pierwszy
element macierzy podatnosci (43) zmienia si¢ w stosunku do stanu poprzedniego znikomo
malo, modut spre¢zystosci praktycznie pozostaje na niezmienionym poziomie (Ep=45.7 GPa),
a tym samym nie zmienia si¢ rOwniez nachylenie trzeciego odcinka. Z (47) wynika ponadto,
ze wskutek zmiany sztywno$ci, napr¢zeniu o,=150.8 MPa odpowiada w stanie
rozprzegnietym odksztatcenie £,=330.2x107, a wigc nieznacznie wicksze niz odksztalcenie
przy tym samym obciazeniu, ale w stanie poprzedzajacym "rozprze¢gnigcie". Pojawia si¢ w
zwiazku z tym drugie kolano odpowiadajace uszkodzeniu drugiej warstwy. Koncowy punkt
na wykresie oznaczajacy maksymalne obciazenie, jakie moze przenie$¢ laminat wyznaczaja
wspohrzedne 6,=510.3 MPa, £,=1117.6x10 (réw. (50), (51)).

Na wykresie pokazano takze wyniki badan doswiadczalnych uzyskane przez autora. Widac,
ze teoretyczna analiza wytrzymato$ciowa daje wyniki zanizone w stosunku do warto$ci
pomierzonych, szczegdlnie przy duzych odksztatceniach liniowych laminatu. Nie s to jednak
jakie$ zasadnicze réznice. W badaniach nie stwierdzono wystepowania "kolana", ktore jest
wylacznie skutkiem stabo$ci istniejacej procedury teoretycznej, a nie efektem realnie
istniejacym. Gdyby drugi odcinek wykresu potaczy¢ z pierwszym z pominigciem "kolana", to
zgodnos¢ wynikow istotnie poprawitaby si¢. Waznym rezultatem jakoSciowym analizy
teoretycznej, znajdujacym potwierdzenie doswiadczalne, jest efekt zmiany wartosci
podtuznego modutu sprezystosci. Patrzac na wykres teoretyczny widaé, ze w przewazajacym
zakresie obcigzen modut ten jest o ok. 12.5 procent mniejszy od modutu poczatkowego.

Wilasnie ten ostatni jest wyznaczany w standardowej procedurze okres§lania statych
inzynierskich dla laminatu. Nalezy zatem liczy¢ si¢ z tym, ze zachowanie konstrukcji
laminatowych moze odbiega¢ od prognozowanego w oparciu o obliczone - zgodnie z
istniejaca procedura - stale inzynierskie, szczegélnie przy wigkszych obciazeniach.
Rzeczywisty obraz zmiany modulu sprezysto$ci rézni si¢ nieco od teoretycznego. Po
pierwsze nie obserwuje si¢ skokowej jego zmiany, ale zmiang ciagla. Po drugie zmierzone
zmniejszenie modutu wynosito ok. 7 procent, a wigc bylo mniejsze niz to wynika z analizy
teoretycznej. Zmiang¢ modutlu uzyskana doswiadczalnie, a takze te, jaka jest rezultatem
analizy wytrzymato$ciowej metoda LPF z cz¢sciowa degradacja warstw 1 przy wykorzystaniu
kryterium A-T-H, przedstawiono na rys. 8. Na rysunku tym pokazano takze, jak zmienia si¢
ilo$¢ peknig¢ matrycy warstwy 90° przy wzrastajacym obciazeniu. Wplyw tych pgknigé na
zmiany charakterystyk sztywno$ciowych kompozytu (w tym przypadku modutu spre¢zystosci)
jest jednym z aktualnych probleméw naukowych mechaniki kompozytow.

Wystepowanie rdznic miedzy wynikami analizy teoretycznej i wynikami do$§wiadczalnymi
nie moze zaskakiwac, jesli wezmie si¢ pod uwage wszystkie uproszczenia stosowane w opisie
teoretycznym, a takze pewna dowolnos¢ tego opisu. Nalezy pamigtaé, ze wszystkie stosowne
kryteria wytrzymatosciowe maja jedynie przyblizony charakter. Nie uwzgledniaja one
wystepujacych wzajemnych oddzialywan warstw na siebie - pomijany jest wigc tzw. efekt
wigzOw sasiednich warstw. Analiza wytrzymalo$ciowa laminatu nie bierze pod uwagg innego
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waznego efektu, a mianowicie tzw. delaminacji warstw, czyli ich roztaczania si¢. W pewnym
sensie jest to efekt przeciwny do procesu laminacji warstw, stad jego nazwa. Kolejnym
przyblizeniem jest sposob eliminacji warstwy uszkodzonej, polegajacy na zerowaniu jej
sztywno$ci. Jest to réwnoznaczne z odebraniem warstwie mozliwosci przenoszenia
jakiegokolwiek obciazenia, podczas gdy w rzeczywistosci, nawet w stanie uszkodzonym,
moze ona je przejmowac. W chwili obecnej nie ma jednak innej procedury od tej pokazanej w
przyktadzie, mimo wszystkich jej oczywistych niedoskonatosci.
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Rys. 7. Teoretyczna zalezno$¢ naprezen od odksztatcen dla rozciaganego laminatu [0,90,]s w
oparciu o metode czesciowej degradacji sztywnosci 1 kryterium Azzi-Tsai'a-Hilla.
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DODATEK - podstawowe rownania mechaniki kompozytéw laminatowych

e Macierz sztywnosci warstwy

I’IlE] mvip E2 0 1
[Q]=|mvi, E; mE, 0 |; m= (1— Vi2 V21) ; Va1 = (Ez Viz )/El (D1)
0 0 G,

e Transformowana macierz sztywnoS$ci warstwy

Ui =1/8(3Qu11 +3Q2 +2Qus +4Qqs)

U> =1/2(Qu - Q)

U; :1/8(Q11+Q22_2Q12_4Q66) (D2)
U, =1/8 (Qll +Q2n +6Qn _4Q66)

Us =1/8(Q11 + Q2 —2Q1» +4Qqs)

1 U, U,
Qi U, cos 26 cos 40
Qx» U, - cos 20 cos 460
Q1 U, - - cos 40
Qs U - - cos 40
Qs - sin 20 sin 40 B
Qs ) sin 20 _sin 40 np. Qi; = Uy + U, cos260 + Ujz cos40

¢ Unormowana macierz sztywnosci tarczowej laminatu

[A]/t=2[Q], vi (D3a)
k=1

e Unormowana macierz sztywnoS$ci tarczowej laminatu (dla laminatu, w ktérym
wszystkie warstwy maja t¢ sama macierz sztywnosci)

N N
\A :ka c0s20 vV, :ka cos40, Vi = Vi /V =1ty /t
k=1 k=1
N N
Vi = D vy sin20; Vi = D vy sin40, (D3b)
k=1 k=1
1 U, U,
At | U, V) vV,
A/t Ul - Vl* Vz*
At | U, 0 -Va
Aglt | U 0 -V,
A/t 0 12V; Vi
Asg/t 0 12 V5 -V
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e Wypadkowe sily termiczne

N
{NT} = AT D [Qli {a}, ti
k=1

)

e Naprezenia warstwowe dla laminatu symetrycznego w stanie tarczcowym

(o} =[Q[AT N} +[Q], [AT'{N"} - {a}, AT}

)

e (Odksztalcenia laminatu symetrycznego w stanie tarczowym

{e} =[A]"(IN} +{NT})
)

(D4

(D5

(D6
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