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16. HIPOTEZY WYTEZENIOWE
16.1. Wytezenie i jego miara

Wykres rozciagania stali migkkiej pokazuje, ze punkt materialny znajdujacy si¢ w
jednoosiowym stanie napre¢zenia przechodzi, w trakcie zwigkszania napr¢zenia, przez kolejne
stany mechaniczne: liniowo-sprgzysty, nieliniowo-spre¢zysty, sprezysto-plastyczny, plastyczny
az w koncu osiaga stan niszczacy gdy spdjno$¢ migdzy punktami materialnymi zostanie
zerwana. Jest rzecza oczywista, ze ten ostatni stan jest stanem niebezpiecznym, a przejscia
migdzy stanami reprezentowane sa poprzez odpowiednie napr¢zenia graniczne Ry, Rg, R, 1

R

Nalezy jednak zauwazyC, ze nie wszystkie materialy moga przechodzi¢ przez te wyzej
wspomniane stany mechaniczne. Material kruchy nie osiaga stanu plastycznego, a stan
niszczacy jest bardzo blisko stanu liniowo-sprezystego. Dla wielu materiatow stan plastyczny,
w ktérym wystepuja duze odksztalcenia trwale nalezy uzna¢ za stan niszczacy w sensie
niemoznosci spetniania zadan uzytkowania.

Mozemy wigc uznac, ze przez niebezpieczny stan mechaniczny rozumie¢ bgdziemy stan w
ktéorym zachodza jako$ciowe zmiany wlasnosci materialu, najczgsciej rozumiane jako
wystapienie duzych nieodwracalnych odksztatcen lub zniszczenie, a granica niebezpieczna
Ry , naprezenie, przy ktérym zmiany te si¢ dokonuja.

m*

Jesli wprowadzimy pojgcie wytgzenia, ktére mozemy zdefiniowac jako stopien zblizenia sig
materialu do granicy niebezpiecznej, to warunkiem bezpiecznego stanu bedzie nierownosc:

W <Ww,,

gdzie: W - miara wytgzenia, W,, - warto$¢ miary wytgzenia w stanie niebezpiecznym.
Postawimy teraz pytanie: jak okresli¢ (albo inaczej, czym zmierzy¢) wytgzenie w punkcie, w
ktérym znamy macierz naprgzen i ile wynosi warto$¢ tej miary w stanie niebezpiecznym.
Odpowiedz na to pytanie jest bardzo tatwa jedynie w przypadku gdy w punkcie panuje
jednoosiowy stan napr¢zenia.

Miara wytezenia bedzie wOwczas naprgzenie o, a jej warto$cia w stanie niebezpiecznym -
granica niebezpieczna R , ktora do§wiadczalnie wyznaczymy z proby rozciagania i $ciskania.
Zatem:

D — . w)=
W'=o0,; Wy’ =Ry,

a warunek bezpiecznego stanu ma postac:

| o |<Rg.

jesli przyjmiemy, ze warto$ci granic niebezpiecznych przy rozciaganiu i $ciskaniu sa takie
same Ry, =Ry, =Rg.

Graficzna reprezentacje bezpiecznych stanéw
na osi napr¢zen o, stanowi¢ wowczas beda I o y

punkty wewnatrz odcinka < — Ry, Rg >. Ry Ry

v Q

W przypadku gdy w punkcie panuje przestrzenny stan naprgzenia, odpowiedz si¢ komplikuje,
gdyz nieskonczenie wiele stanéw napr¢zenia moze spowodowa¢ w nim stan zniszczenia i
dlatego, musimy postuzy¢ si¢ hipotezami wyt¢zeniowymi. Hipotezy wyt¢zeniowe okreslaja
miar¢ wyt¢zenia niezaleznie od rodzaju stanu naprezenia. Innymi stlowy okreslaja one, co
decyduje o zniszczeniu materialu w danym punkcie ciala, niezaleznie od tego, jaki rodzaj
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stanu napr¢zenia w nim wystepuje. Jesli tak, to warunek bezpiecznego stanu mechanicznego
sprowadza si¢ do ponizszej zaleznosci:

w=w® =wt < wV, (16.1)
w ktoérej wskazniki w nawiasach symbolicznie okreslaja wymiarowos$¢ stanu naprezenia.
Powyzsza relacja pokazuje zasadniczy cel hipotez wytezeniowych — jest nim odniesienie
przestrzennego stanu napr¢zenia do stanu jednoosiowego, w ktérym zaréwno miara wytezenia
jak jej warto$¢ w stanie niebezpiecznym jest jasno zdefiniowana i tatwa do doswiadczalnego
wyznaczenia.

W zaleznosci od tego co przyjmiemy za miarg¢ wytgzenia W, otrzymamy wzor na tzw.
napr¢zenie zredukowane (lub zastgpcze) o, charakteryzujace dowolny stan napr¢zenia pod
wzgledem wytgzenia.

Z posréd wielu dotychczas postawionych hipotez wytgzeniowych, ktore ze wzgledu na
postulowana miar¢ wyteZzenia bardzo ogélnie mozna podzieli¢c na: naprgzeniowe,
odksztatceniowe 1 energetyczne omowimy tylko cztery.

16.2. Hipoteza Galileusza — hipoteza maksymalnych dodatnich napre¢zen normalnych

Postawiona w 1632 roku przez tego genialnego uczonego, cytowana obecnie tylko ze
wzgledoéw historycznych. Daje, w wielu przypadkach, wyniki sprzeczne z doswiadczeniami.
W mysl tej hipotezy:

o wytezeniu materialu w danym punkcie ciala decyduje wartos¢ maksymalnego,
dodatniego naprezenia gldwnego, niezaleznie od rodzaju stanu naprezenia:

W =max ((0).(c,), (03) ) , (16.2)
d< > ias M lev’ < >_ a, dla a>0

gdzie: ( . )nawias Macauley’a, ( a )= 0: dia a<0

Zatem warunek bezpiecznego stanu ma postac:

max ((0,).(c,), (0;) )= (o) < Ry, (16.3)

Powyzsza zalezno$¢ mozemy rozpisa¢ w postaci trzech nieréwnosci:
<O'1> < Rg,» <62> < Rk, <O'3> < Rg,»

ktérych graficzny obraz w trojwymiarowej przestrzeni naprezen (Gl, 0,, 63), nazywanej
przestrzenia Haigha — Beckera, przedstawia przestrzen ograniczona od strony dodatnich osi
uktadu plaszczyznami o\ =Ry,,0,=Rg, i 03=Ryg,, a w dwuwymiarowej przestrzeni

obszar ograniczony prostymi &, =Ry, i 0, =R, (rys.16.1).
(07)

Rk. r

Rk.r (91

Rys.16.1
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16.3. Hipoteza Rankine’a — Clebscha — hipoteza maksymalnych naprezen normalnych

Zaproponowana przez Rankina (1856 r.) 1 Clebscha (1862 r.). Nie zostata dostatecznie dobrze
potwierdzona doswiadczeniami. Wedlug tej hipotezy:

o wytezeniu materialu w danym punkcie ciala decyduje maksymalna bezwzgledna
wartos$¢ naprezenia gléwnego, niezaleznie od rodzaju stanu naprezenia:

Wy =max (| o], | oa], | 03] ) (16.4)
Stad warunek bezpiecznego stanu ma postac:
max (| o], | oo], | 03] ) = | o | < Ry (16.5)

jesli przyjmiemy, Ze granice niebezpieczne przy rozciaganiu i S$ciskaniu sa sobie réwne
Ry, =Ry, =Rg.
Powyzsza zaleznos¢ mozemy rozpisa¢ w postaci nier6wnosci:

|oy| <Ry — —Ry<o, <Ry,
oy < Ry > -Ry<o,<Ry,
los| < Ry > -—Ry<o3<Rg,

ktérych graficzny obraz w tréjwymiarowej przestrzeni naprezen Haigha - Beckera,
przedstawia przestrzen ograniczona szescianem o boku 2R, a w dwuwymiarowej

przestrzeni - kwadrat o takim samym boku (rys. 16.2).

03

(07)
Tx
(07)
Y .
] Ry kg
Ry
2R,

Rys. 16.2

16.4. Hipoteza Coulomba - Tresci — Guesta — hipoteza maksymalnych naprezen
stycznych

Przedstawiona przez Coulomba (1776 r.), Tresc¢ (1872 r.) i Guesta (1900 r.), znajduje
zastosowanie w przypadku materialéw sprezysto-plastycznych.

Ta hipoteza postuluje, ze:

0 wytezeniu materialu w danym punkcie ciala decyduje maksymalna bezwzgledna
wartos¢ ekstremalnych naprezen stycznych, niezaleznie od rodzaju stanu naprezenia:
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’

o, -0 o, -0 0,—0O
WC—T—G:max 1 2 1 3 , 2 3
2 2 2

Tym razem warunek bezpiecznego stanu okresla niero6wnos¢:

O' J—
max =% -|Z
2

2
ktora jest rtOwnowazna trzem nizej napisanym warunkom:

J (16.6)

R
<K 16.7
> (16.7)

0| —0;
’ 2

0, =03
’ 2

o, -0 R

L 21 <KX 5 _Ry<0o, -0,<Ryg,
2 2

o, -0 R

12 1< 2K — —Ry<0,-0;<Ryg,

2 2

W tréjwymiarowej przestrzeni Haigha — Beckera powyzsze nier6wnos$ci wyznaczaja
przestrzen ograniczona nieskonczenie dlugim graniastostupem o osi réwno nachylonej do osi
uktadu odniesienia (jest tzw. o$ aksjatorOw o, =0, =03) 1 0 przekroju poprzecznym w
ksztalcie szeSciokata foremnego, a w dwuwymiarowe] przestrzeni - obszar ograniczony
szeSciokatem (rys. 16.3),

Rys. 16.3

16.5. Hipoteza Hubera - Misesa — Hencky’ego — hipoteza energii odksztalcenia
postaciowego

Hipoteza ta zostala sformutowana niezaleznie przez trzech autoréw: Hubera (1904 r.), Misesa
(1913 r.) 1 Hencky’ego (1924 r.). Pierwszy z nich Maksymilian Tytus Huber byt Polakiem 1
jego wybitne osiagnig¢cia na trwale zapisaty si¢ w historii mechaniki osrodkow ciqgtych.
Hipoteza bardzo dobrze pokrywa si¢ z danymi doswiadczalnymi w przypadku materialéw
sprezysto-plastycznych 1 wedtug niej:

0 wytezeniu materialu w danym punkcie ciala decyduje gesto$¢ energii odksztalcenia
postaciowego, niezaleznie od rodzaju stanu naprezenia:
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1
Wy _m-n :% [(51 _52)2 + (0'2 _0'3)2 +(53 _0'1)2] . (16.8)

Zatem warunek bezpiecznego stanu mechanicznego przyjmuje forme:

1+v

_[(01—0'2)24-(52_63)2+(O_3_Gl)2]_1+V 2 o 1+v

=— 0 < — s
6E 3E 3 F
1
——(0,-0, P +(0, -0, +(05-0,) < Ry, (16.9)
V2
lub
i\/(ax -0,) +(0,-0, ) +(0,-0, ) +6(7, +7;, +7, ) < Ry. (16.10)

V2

W tréjwymiarowej przestrzeni Haigha — Beckera powyzszy warunek okres§la przestrzen
wewnatrz nieskonczenie dlugiego walca o osi pokrywajacej si¢ z osia aksjatorow a w
przestrzeni dwuwymiarowej - obszar ograniczony elipsa (rys. 16.4).

Rys. 16.4

16.6. Poréwnanie hipotez

(2]

Poréwnanie zrobimy dla przypadku ptaskiego
stanu napre¢zenia (03 = 0) oraz trzech z wyzej Ry

omoéwionych hipotez a  mianowicie
maksymalnych naprgzen normalnych (R-C),
maksymalnych naprgzen stycznych (C-7-G) 1
energii odksztatcenia postaciowego (H-M-H).
Krzywe graniczne dla tych trzech hipotez Ry
zestawione sa na rys.16.5. Wida¢ z niego
wyraznie, ze najwigksze rozbieznosci miedzy
kwadratem R-C, a szesciobokiem C-T-G 1
elipsa H-M-H wystgpuja w drugiej i czwartej
¢wiartce przestrzeni napr¢zen na prostej
0, =—0, tj. dla przypadku czystego $cinania. Rys.16.5

Ry ol=-0
czyste scinanie
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16.7. Naprezenia zredukowane
Jezeli uporzadkujemy naprezenia gléwne wg relacji o, = o, = 05, to warunek bezpiecznego

stanu mechanicznego wg poznanych hipotez mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob:
wg hipotezy Galileusza

(o))< R

wg hipotezy Rankine’a — Clebscha
max(|0'1|,|0'3|) <Ry,

wg hipotezy Coulomba — Tresci — Guesta
0, —03= <Ry,

wg hipotezy Hubera — Misesa — Hencky’ go

1
ﬁ\/(ax—o-y PH+(o,—0, ) +(0, -0, ) +6(7), +7. +7T,, ) < Ry

Lewe strony powyzszych nieréwnosci, obliczone w oparciu o wartosci elementéw dowolne;j
macierzy naprgzen, porownywane sa z granica niebezpieczna przy jednoosiowym stanie
napre¢zenia. Stad mozemy je interpretowac jako zastapienie czy redukcjg stanu przestrzennego
do jednoosiowego 1 dlatego nazywane sa naprg¢zeniami zredukowanymi lub zastgpczymi i
zwykle oznaczane przez o,. Stad wzory na naprgzenia zredukowane wg odpowiednich

hipotez maja postac:

G _
oy =(o),
O'(f_c =max(‘61 , |03 ),
oy ¢ =0, -0,

H-m-u _ 1

V2
_ L

V2

W przypadku ptaskiego stanu naprezenia, w ktérym macierz naprg¢zen zawiera jedynie dwa
elementy o, oraz 7, wzory na napr¢zenia zredukowane przyjmuja forme:

2 2 2 2 2 2
fio.=0,F +(0,~0. P +(0. 0, F + &} + 2% 7% ) =

\/(01—02)2+(02—03)2 +(oy-0, ).

Xz
o, 1
ol = 2x+51/0'§+42'i,
- o 1
ol ¢ = | 2x|+5w/of+4rfz,
oy 0 =4Jol +4r.,
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o) MM =\o2 +3c] .

16.8. Przyklady

Przyktad 16.8.1. Por6wna¢ naprgzenia zastgpeze dla przypadku czystego scinania (0, =—0,)
okreslonego naprg¢zeniem 7.

Rozwiqzanie

Naprezenia zredukowane wedtug przedstawionych hipotez wynosza:
o) =08 =1, o7 =2r, oM =437.

Jesli przyja¢, ze hipoteza H-M-H daje wyniki najlepiej odpowiadajace rzeczywistemu
zachowaniu si¢ materialéw, a tak pokazuja doswiadczenia dla materiatéw sprezysto-
plastycznych, to:

dwie pierwsze hipotezy zanizaja warto$¢ wytezenia o:

(W3 -1)/V3 = 42.26%,
a trzecia zawyza wartos¢ wytezenia o:

-3)/\3=1547%.

Przyklad 16.8.2. Wyznaczy¢ naprezenia zredukowane wg oméwionych hipotez w punkcie K
przekroju utwierdzenia konstrukcji o schemacie jak na ponizszym rysunku.

A 7 A 7
X
Y 6
>
/ ? r
| o
10 kN 6
18 K %
9 wymiary w
[ 6>t e 6]
Rozwiqzanie T 7
0.=10kN
Sily przekrojowe w przekroju utwierdzenia
pokazane sa na rysunku obok. W rozwazanym
przekroju poprzecznym wystepuje: M, = 40 kNm
® rozciaganie i zginanie wzgledem dwdéch N=10kN /Y
osi co implikuje powstanie naprgzen Y
normalnych o©; oraz M =20 kNm M. =10 kKNm
e Scinanie oraz skrecanie co wywotuje )
naprezenia styczne 7. e
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Naprezenia normalne:

y Mz
o,=—+—2z+—2y,
A J J

y z

%103 %103 %103
oK 10*10 4 40*10 006)+ 10*10

* 324010 (-003)=

C216%10°*  11016%107

=(0.463—-21.786— 9.259)*10° = —30.582*10° Pa= - 30.582 MPa.

Naprezenia styczne
¢ od $cinania sila poprzeczna Q,
k_ Q:5,(zk)_ 10%10°#(9%6%10.5)*10°

Ty = = - = —0.858*10° Pa =-0.858 MPa.
Jy b(zg ) 11016*107* *0.06

¢ od momentu skrgcajacego M,
Skorzystamy tutaj z przyblizonego sposobu obliczenia maksymalnej warto$ci naprezenia
stycznego w przekroju skrgcanym aproksymowanym zbiorem prostokatow.

@ GMSZ Poniewaz stosunek wysokosci do szerokosci w obu prostokatach jest
taki sam to Ms; = Mg, = My¢/2 = 10.000 kNm
Ms: Wb =18/6=3 — a=0.267

K G x Mg 10%10°

R —o—= 5 =57.798*10° Pa = 57.798 MPa.
® ab*h  0.267%0.06> *0.18

Stad sumaryczne napr¢zenie styczne w punkcie K wynosi:
7X =-0.858+57.798=56.940 MPa,

1 macierz naprgzen ma postac:

-30.582 0 56.940
TX=| 0 0 0 | MpPa.
56.940 O 0
Jak wida¢ w punkcie K panuje ptaski stan naprezenia, ktérego ptaszczyzna naprgzenia jest

ptaszczyzna (X ,Z).
Naprezenia zredukowane maja wartosci:

o0 = 62 + % Jo? + a7 =730982 +%\/(— 30.582)° + 4%56.940% =43.666 MPa,

2

—30.582
oy = @ + % Vol +47] =% + % J(£30.582)° + 4%56.9402 =74.248 MPa,
o0 = \/af +472 = \/(— 30.582)" +4%56.940 > =117.915 MPa,
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ol = 62 4302 =,/(-30.58 ) + 3% 56.940 2 =103.256 MPa.

Proszg zwréci¢ uwage jak duze sa rozbieznosci wynikéw otrzymanych z hipotezy Galileusza
1 Coulomba-Tresci-Guesta.
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