Adam Bodnar: Wytrzymato$§¢ Materiatéw. Skrecanie pretéw o przekroju kotowo
symetrycznym i prostokatnym

15. SKRECANIE PRETOW O PRZEKROJU KOLOWO SYMETRYCZNYM I
PROSTOKATNYM

15.1. Naprezenia i odksztalcenia

Ze skrecaniem preta pryzmatycznego mamy do czynienia wowczas, gdy uktad sit
zewnetrznych po jednej stronie jego przekroju poprzecznego redukuje si¢ do momentu,
ktérego ptaszczyzna dziatania jest styczna do przekroju, a wektor jest rownoleglty do osi preta.

Moment ten M nazywamy momentem skrecajacym. Naszym zadaniem begdzie przede
wszystkim wyznaczenie macierzy naprezen i odksztatlcen w dowolnym punkcie preta.
Zagadnienie skrgcania pretéw pryzmatycznych daje si¢ rozwiaza¢ prostymi metodami
wytrzymatosci materiatow tylko w przypadku pretow o kotowo symetrycznym przekroju
poprzecznym.

Rozwazmy wigc, pokazany na rys. 15.1 pret pryzmatyczny o kolowym przekroju
poprzecznym, ktérego pole jest rowne A, okreslony w uktadzie osi (X, Y ,Z) w ktérym o§ X
jest osia preta a dwie pozostale sa osiami gléwnymi centralnymi jego przekroju
poprzecznego. Materiat preta jest liniowo sprezysty o statych materiatowych E oraz v.

z v(1,0,0) aZ
I vy SN

Y Ty
Z Al

/ | X ,‘"‘J X

Rys. 15.1

Postawione zadanie rozwigzemy postepujac wedlug kilkakrotnie juz stosowanego algorytmu.
Po dokonaniu myslowego przekroju preta na dwie czgsci, odrzuceniu czgsci 11 1 przytozeniu
do czgsci I ukladu sit wewnetrznych rozwazymy trzy komplety réwnan tzn. réwnania
rOwnowagi, geometryczne 1 fizyczne.

Réwnania rownowagi wynikajace z twierdzenia o rownowaznosci odpowiednich uktadu sit
wewngtrznych i zewngtrznych w tym przypadku przyjma postac:

[[o.daa=0, [[z,da=0 [[z da=0,
A A A

J-J. (_Txy +T,, y)dA = Ms(x), .” o.zdA =0, J'J'_Gx ydA =0 (15.1)
A A ;

Réwnania geometryczne sformutujemy w oparciu o przypuszczony obraz deformacji preta.
Przyjete zatozenia o wlasnosciach materialu preta, matych przemieszczeniach i zasada
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ptaskich przekrojéw pozwalaja przyjac obraz jego deformacji po obciazeniu pokazany na rys.
15.2. Narysowana na powierzchni zewngtrznej preta siatka prostopadtych do siebie linii po

Rys. 15.2

przytozeniu momentu skrgcajacego deformuje si¢ tak, ze linie réwnolegle do osi prgta
przechodza w linie $Srubowe a linie prostopadie do osi preta pozostaja do niego prostopadte.
Mozna wigc opisa¢ mechanizm deformacji jako obroty wokét osi preta plaskich kotowych.
nie deformujacych si¢ przekrojéw przy nie zmieniajacych si¢ miedzy nimi odlegtosciach,
zatem odksztalcenia liniowe widkien rownolegtych do osi uktadu odniesienia sg rowne zeru:
£, =€&,=€,=0,

oraz y,, =0.

Kat o jaki obracaja si¢ poszczegdlne przekroje nazywaé bedziemy katem skrecenia i
oznaczymy go ¢(x).

Dla dalszej analizy deformacji preta wytnijmy z niego element o dowolnie matej dlugosci dx
(patrz rys. 15.2). Przyrost kata skrecenia na tym odcinku oznaczmy przez d¢(x).

Z rys.15.2 odczytujemy, ze na pobocznicy zachodza zaleznosci:

BB =dxy,i BB =do(x)r zatem y, =r d(fl—(x),
X
gdzie: y, - odksztalcenie katowe na pobocznicy preta.
Jesli dalej przyjmiemy, ze zalezno$ci zauwazone na pobocznicy spetnione sa réwniez
wewnatrz prgta to mozemy napisac:
do(x)

=p—= 15.2
=P (15.2)

gdzie: y - odksztalcenie katowe w punkcie o promieniu wodzacym o dwdéch prostopadtych

do siebie witokien, z ktérych jedno jest rownolegte do osi preta a drugie prostopadie do
promienia wodzacego.
Po wprowadzeniu pojecia jednostkowego kata skregcenia okreslonego wzorem:

H(x)=d(2—)(cx), (15.3)
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w miejsce zaleznosci (15.2) dostajemy:
y=p0(x).

Z réwnan fizycznych Hooke’a otrzymujemy:

el
o,=—| &, + (€x+gy+gz) - o0,=0
1+v| 1-2v :
o :L_g + (8 +& +€) - o0,=0
Yolvv| Y 12t Y
o :L_g + (€x+e +€) - o0.=0
SV T 1-2v Yo :

7,,=Gy,, — 1,=0 oraz
=G y=Gpb(x)

Kierunek wektora tych ostatnich naprgzen
stycznych 7, jest prostopadly do promienia
wodzacego punktu p a jego zwrot jest taki,
ze kregel wzgledem S$rodka tak samo jak
obciazajacy przekr6éj moment skrgcajacy.

Jak wida¢ z rys. 15.3 napr¢zenia styczne w
rozwazanym punkcie, réwnolegle do osi
uktadu odniesienia, mozna wyrazi¢ poprzez
naprezenie styczne 7 wzorami:

T,=—7Tsin@ 1 7T, =Tcosd

Xy

a po podstawieniu (15.4) przyjmuja postac:

Ty =— GO(x)z i T, = GO(x)y.

(15.4)

(15.5)

Rys.15.3

(15.6)

(15.7)

Wracamy do réwnan rownowaznosci (15.1). Pierwsze, piate 1 szOste z uwagi na zerowania si¢

naprezen normalnych sa spelnione tozsamosciowo.

Réwnanie drugie

A

[[ 7y aa =[] -Go(x)zda=-GO)[[ zda=0,

jest spetnione, bo catka to moment statyczny wzgledem osi centralnej Y.
Z analogicznego powodu spetnione jest trzecie rGwnanie r6wnowaznosci:

“fﬂwa5”Geub¢4=—Gmﬂ“y¢4=0

Przejdzmy do roéwnania czwartego:

[[Cryz+r.y)aa = m,(x)
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Podstawienie pod catkg zaleznosci (15.7) 1 kolejne przeksztatcenia daja

[[leow)? + Go)y*[aa =m,(x) —  GoW[[(2+*) da=m,(x)

A

_ M, (x)
0(x) = Gl (15.8)

gdzie: J, = ” (y2 + zz)dA = ” ,02dA to biegunowy moment bezwladnosci przekroju
A A

poprzecznego wzgledem jego Srodka cigzkosci, a illoczyn GJ, nazywany jest sztywnos$cig na
skrecanie.

Wstawiajac (15.8) do (15.5) otrzymujemy wzdr okreslajacy rozktad naprg¢zen stycznych w
przekroju poprzecznym skrgcanego preta o przekroju kotowo-symetrycznym:

szs—(x)p. (15.9)
JO

14.2. Analiza stanu naprezenia i odksztalcenia

W rozwazanym przypadku na plaszczyznach prostopadtych do osi uktadu odniesienia nie ma
napr¢zen normalnych a wystgpujace w ptaszczyznie przekroju poprzecznego naprgzenia
styczne okreslone wzorem (15.9) sa liniowo zalezne od odleglosci od jego srodka cigzkosci.
Zatem swa najwigksza warto$¢ osiagaja one w punktach lezacych na obwodzie:

max7 = r= (15.10)
Jo Wo
. Jo , . . . . , .
gdzie: W, =— - wskaznik wytrzymatoSci przy skrgcaniu (lub biegunowy wskaznik
r
wytrzymatosci)

Rozktad tych naprgzen stycznych pokazany
jest na rys.15.4 i jak juz powiedziano wyzej
ich kierunek jest prostopadly do wektora maxt
wodzacego punktu a zwrot taki, ze krgca one A

wzgledem Srodka cigzkosci tak samo jak maxt
obciazajacy przekr6j moment skrgcajacy.

Kotowa symetria przekroju powoduje, ze taki

liniowy rozktad wystgpuje na kazdym

odcinku  przechodzacym przez  S$rodek

przekroju poprzecznego.

Rys. 15.4

Pokazuje to wyrazniej rys. 14.5, ktéry moze réwniez ulatwi¢ zrozumienie, ze w omawianym
przypadku w kazdym punkcie prgta mamy do czynienia z plaskim stanem naprgzenia
(doktadniej z czystym $cinaniem) i ze ptaszczyzna tego stanu jest plaszczyzna prostopadta do
przekroju poprzecznego i prostopadia do wektora wodzacego punktu. Napr¢zenia gtéwne, z
ktérych jedno jest rozciagajace a drugie $ciskajace o warto$ciach rownych naprezeniom
stycznym, nachylone sa pod katem 45° do osi prgta (rys.15.5).
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max T
. o1=1 62=’l/
=15
T 45°
« ' »

max T —P*/ 45601=
O,=1

Rys.14.5

—

Macierz odksztatcen odpowiadajaca wyznaczonym napr¢zeniom obliczamy korzystajac ze
zwiazkow fizycznych Hooke’a.

Z zaleznosci (15.3) 1 (18.8) wynika, ze kat skrecenia dwoéch przekrojéw odleglych o x jest
réwny:

o(x) jﬁé’(x) dxzfﬁéf—J(x)dx. (15.11)

Stad, catkowity kat skrecenia preta o dlugosci [, obciazonego stalym momentem skrgcajacym
M, (x)= M ,, wynosi:

M,
GJ,

Q= (15.12)

W tym miejscu warto zwréci¢ uwage na zalezno$¢ (15.11), pokazuje ona, ze funkcja
momentow skrecajacych podzielona przez sztywnos¢ na skr¢canie GJp jest pochodna kata
skrecenia.

15.3. Energia sprezysta skrecanego preta o kotfowo symetrycznym przekroju

Podstawienie wyrazen okreslajacych elementy macierzy naprg¢zen do wzoréw (8.18) pozwala
na wyznaczenie ggstosci energii sprezystej i energii sprezystej dla skrgcanego preta o kotowo
symetrycznym przekroju poprzecznym:

1+v 2 1 | M (x) ?
D=— +7 = 2 ,
E (T "Z) 2G ZG{ J p}

1 stad energia sprezysta takiego preta o dtugosci [ wynosi:

([ oav=[ff 15[t }dv fanff o[ TdA:Jz%(ijdx.

W przypadku preta, ktérego przekrdj poprzeczny zmienia si¢ na jego dtugosci, energia
sprezysta jest rowna:
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n b 2
U=ijdx, (15.13)

i=1 0 2G‘]oi

gdzie sumowanie nalezy wykona¢ po wszystkich przedziatach charakterystycznych.

15.4. Wymiarowanie skrecanych pretow o kofowo symetrycznym przekroju

Stan graniczny no$nosci wymaga aby najwigksze naprgzenia styczne w konstrukcji byly
mniejsze od naprgzen obliczeniowych przy $cinaniu R; :

max 7 <R,

W przypadku prgta o statym przekroju poprzecznym na catej jego dlugosci najwigksze
naprezenia styczne wystapia w przekroju maksymalnego momentu skrgcajacego we
wszystkich punktach na obwodzie i warunek stanu granicznego nosnosci przyjmie forme:
max M
max 7=——-<R
0

t (15.14)

Stan graniczny uzytkowania nie dopuszcza zbyt duzego kata skrgcenia w konstrukcji i
zwiazany z nim warunek stawia wymog, by najwigkszy jednostkowy kat skrecenia byt
mniejszy od dopuszczalnego:

max @< 6,,, .

W  przypadku pregta pryzmatycznego wykonanego z jednego materialu najwigkszy
jednostkowy kat skrecenia wystapi w przekroju maksymalnego momentu skrgcajacego i
warunek stanu granicznego uzytkowania przyjmuje postac:

max M

—F<46,,. 15.15
GJ, dor (1>-15)

15.5. Przyklady

Przyklad 15.5.1. Wyznaczy¢ biegunowy moment bezwladno$ci i1 biegunowy wskaznik
wytrzymatosci dla przekroju kotowego i rurowego.
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Przyktad 15.5.2.Wyznaczy¢ potrzebng Srednice pr¢ta skrgcanego obcigzonego jak na rysunku
ze wzgledu na stan graniczny nosnosci i uzytkowania jesli R, =130 MPa, G =80GPa,
6,4, =0.3"/m. Po przyjeciu $rednicy wyznaczy¢é wykres katow skrecenia poszcezegdlnych
przekrojow wzgledem przekroju A.

Mg, X 6 kKNm 13 kNm 3 kNm
| “¢ —>»
A B C D
«1.0m—Pe——15m—»e1.0m—»
Rozwiqzanie

Wykres momentéw skrgcajacych pozwoli okreslic maksymalny moment skrecajacy w
konstrukcji. Aby go wyznaczy¢ wpierw wyliczymy moment skrgcajacy w utwierdzeniu. Po
przyjeciu jego zwrotu jak na rysunku warunek rownowagi sit dziatajacych na pret ma postac:

ZM . =0 lubinaczej Z M, =0, copokazuje fizyczng interpretacjg tego warunku:

Aby sporzadzi¢ wykres momentdw skrgcajacych wygodnie jest przyja¢ lokalng umowe
znakowania tych sit przekrojowych, ktéra uwalniataby nas od uktadu globalnego i informacji
po ktérej stronie przekroju dokonywana jest redukcja. Z podobnymi umowami mieliSmy juz
do czynienia - byl to uklad witasny przekroju poprzecznego preta przy znakowaniu sit
poprzecznych i podtuznych czy tez spody przy momentach zginajacych.

Umowg znakowania momentéw skrecajacych pokazuje ponizszy rysunek

— > 4
o P — ¢t
dodatnie momenty ujemne momenty

skrecajqce skrecajqce

Przy tej umowie wykres momentéw skrgcajacych w rozwazanym precie pokazuje rysunek
ponizej:

ANm X 6KkNm 3kNm  3KkNm
»—> —p <4 —>>
A B ¢ b
«10m s 1.5m s 1.0m»
c
S c Mi(x)

@ Nm

Q

¢Ax
o

@]
el
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Maksymalny moment skrecajacy max M = 10.0 kNm.
Wyznaczenie $rednicy preta.
Potrzebny wymiar ze wzgledu na stan graniczny no$nosci:

maxr ="M g oy M, wd” 10710 d>7.23%102 m.
W, R, 16 130%10°
Potrzebny wymiar ze wzgledu na stan graniczny uzytkowania:
M M 4 #10° *180 °
maxe ="M cq g M, xd, W0FIOFS0 s 19 494102 m,
GJ, GO, 32 80*10°*7*0.3

W warunku stanu granicznego uzytkowania 6,,, podane w °/m nalezalo wyrazi¢ w 1/m a

poniewaz 180° =7 - stad forma zapisu tego warunku.
Przyjeto do wykonaniad = 12.5 cm .
Biegunowy moment bezwladnosci preta przy takiej srednicy wynosi:

* 4
_ 7257 g6 84em®,

Jo
Katy skrecenia wzgledem przekroju utwierdzenia wyznaczymy sumujac katy skrecenia
poszczegdlnych przekrojéw charakterystycznych wzgledem siebie.

Poniewaz we wszystkich przedzialach charakterystycznych momenty skrgcajace sa state, to
katy skrecenia mozemy liczy¢ wedtug wzoru:

p !
GJ,
Zatem:
—4.0%10° * °
oy =T PLY 60001 rd =—0.0021+ 122 = —0.120°,
80%10° *2396.84* 10 7
- %103 * °
ppe =—— DO LY 6 0078 1a =—0.0078+ 120 = 04477
80%10° * 2396.84 10 7
£10°3 * °
oo =— W ILD 0016 rd=0.0016% 222 —0.002°,
807%10° *2396.84*10° 7

Oup =Pap +Ppc +0cp =—0.120—-0.447+0.092=-0.475" .

Obliczone katy pozwalaja narysowa¢ wykres katéw skrecenia, ktéry zostal pokazany na
rysunku wyzej.

Przyklad 15.5.3. Wyznaczy¢ maksymalne naprgzenie styczne w przekroju poprzecznym
dwustronnie zamocowanego preta skrecanego o skokowo zmiennym przekroju kotowym jak
na rysunku. Dane sa: d, [, G oraz M.
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Pret jest jednokrotnie statycznie

J 3d niewyznaczalny gdyz do

M M 2d aM M, Wyznaczenia dwoch reakcji w
«“_“_ » postaci momentéw skrecajacych

w utwierdzeniach M_, 1 M
A X B C D E sA SE

20— 2 e Il [

dysponujemy  tylko  jednym
rOwnaniem rOwnowagi, tj.
ZM , =0. Dodatkowego

é@ M rOwnania nalezy, jak zawsze w

s przypadku  zadania  statycznie
niewyznaczalnego, poszukiwaé w
warunkach geometrycznych
konstrukcji. W tym przypadku
warunek geometryczny wynika z
obustronnego zamocowania preta,
zatem kat skregcenia skrajnych
przekrojéw jest réwny zero co
daje dodatkowe rOwnanie w
postaci @, =0.

Przy zatozonych jak na rysunku, zwrotach momentéw skrgcajacych w utwierdzeniach
rOwnania te maja postac:

® réwnanie réwnowagi

DM, =0 > Myu+M—-4M+M; =0,

2955 M

¢ réwnanie geometryczne
P =0 = Qup+@pc+Pcp+@pe =0,

Mu20 (M, +M)21 . (M, +M—4M)]I . (M, +M—4M)]I
G‘IOAB GJOBC GJOCD G‘IODE

=0

Biegunowy moment bezwtadnosci na odcinku AB jest réwny:
4

Joap = 1 jesli oznaczymy go przezJ,, to biegunowe momenty bezwladnosci na

pozostatych odcinkach preta wynosza: Jogeo =Jocp =16J, Jopr =81J,. Przy tych

oznaczeniach réwnanie geometryczne przyjmuje postac:

M2l (Mg +M)2 (M, +M—4M)1 (M +M—4M)]
GJ, G*16J, G*16J, G*81J,

2

z ktorego wyliczamy M , =0.045M , a po wstawieniu do rOwnania rOwnowagi otrzymujemy
M, =2955M . Wykres momentow skrgcajacych pokazany na rysunku 1 geometria

przekrojow poprzecznych preta pozwala sadzi€, ze najwigksze naprezenia styczne wystapia
na odcinku CD w punktach na obwodzie przekroju poprzecznego i bgda miaty wartos¢:

2955M M

max7T=————=1. —_—.
7(2d)* /324 d’
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Przyktad 15.5.4. Wyznaczy¢ potrzebna $rednicg preta skrecanego, obcigzonego jak na
rysunku ze wzgledu na stan graniczny no$nosci 1 uzytkowania, jesli R, =110 MPa,

G =80MPa, 6,,, =0.3"/m. Po przyjeciu Srednicy wyznaczy¢ wykres katéw skrecenia

poszczegblnych przekrojow wzgledem przekroju A.

v
d
*

A X B cC D E

“2m>e—3m —>Imj«e— 4 —
Rozwiqzanie

Pret jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny. Do wyznaczenia dwéch reakcji w postaci
momentow skrecajacych w utwierdzeniach M, 1 M dysponujemy jednym réwnaniem

rownowagi 1 jednym réwnaniem geometrycznym.

v
d
*

A X B C D E

<« 2m>e—3m —»Imle—4m—>

5.988

D] [T M
\@

kNm

6.012

N
—
<
<
—

« 79%m —

3.3768

Pax

/ 107 rd
S el

9.2893
3.3346

Przy zatozonych jak na rys. zwrotach momentéw skrgcajacych w utwierdzeniach réwnania te
maja postac:

® réwnanie rOwnowagi

DM =0 - -M,+20-3%4+M ;=0

e réwnanie geometryczne
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Par =0 = Qup+Ppc+@cp +@pr =0

-M, *2+ (-M,, +20)*3+ (-M,, +20)*3+ (-M, +20-3%4)%2
GJOAC GJOAC GJOCE GJOCE

=0

W powyzszym rownaniu réwnowagi obciazenie, roztozonym w sposéb ciaglty momentem
skrgcajacym na odcinku DE zostato zastapione réwnowaznym, skupionym w srodku odcinka

momentem skrecajacym.
4

Biegunowy moment bezwtadnosci na odcinku AC jest réwny J,» = i jesli oznaczymy

go przez J,, to biegunowy moment bezwladnosci na pozostatym odcinku prgta ma wartos¢

4 4
Joce = 7[3(; 7z (O;;d) =0.5904 J, . Po wykorzystaniu tej zaleznosci 1 prostych

rachunkach réwnanie geometryczne przyjmuje postac:

—13.4688M ,, +188.7263 =0
Z tych dwoch réwnan otrzymujemy: M, =14.012 kNm, M , =6.012kNm.

Réwnania momentéw skrecajacych:

0<x<20m 20<x<6.0m
M (x)=-M, =-14.012 kNm, M (x)=-M , +20=5988 kNm
6.0<x<10.0m

M (x)=5.988-3(x—6); M,(6)=5.988 kNm, M (7.996)=0, M (10)=-6.012 kNm.
W miejscu zerowania si¢ momentu skrecajacego, tj. dla x = 7.996 m wystapi ekstremum kata
skrgcenia w tym przedziale.

Wykres momentéw skrgcajacych pokazany jest wyzej.

Wyznaczenie wielkosci potrzebnej $rednicy preta.

odcinek AC

max M;=14.012 kNm

® stan graniczny nosnosci

M M  _14.012%10°
maM, o po Ly oy, MM, md” 14012 160 — d>0.087m,
Wy R, 16 110*10
e stan graniczny uzytkowania
M M + .012+#10% *180°
maxM <8, = Jy2 maxM, rd > 14.012*107 *180  d>0.136m.
GJ, G, 32 80*10° *0.3* 71
odcinek CE

max M;=6.012 kNm
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4 4 4
7, =74 _7O8d) 590479 _ 00580 a*,
32 32 2

J
W, =—2L=0.11594".
2

® stan graniczny nosnosci

M M 01210’
maM, oo MM 1159 03 > $012T 0T s 0,078 m,

W, R, 110*10°
e stan graniczny uzytkowania

maxM | maxM | 6.012%10° *180°

<6,, — Jy=2
GJ, dop " Ge,, 80%10° *0.3% r

Przyj¢to do wykonania d =0.14 m..

Biegunowy moment bezwtadnosci na odcinku AC wynosi 3771 cm” a na odcinku CE jest
réowny 2227 cm’

Réwnania katéw skrecenia wzgledem przekroju A :

O0<x<20m

— 0.0580d* > — d>0.125m.

X M X _ ! % 3

| (%) ax=| BOIZTIY = —a6447%107x; g, =-9.2893%10 rd
s GJy 5 80%10° *3771%10~

20<x<50m

M (x) T 5.988*10°
.= +|———dx= + =

Pax=Pas ! GJ, Pan £ 80+10° *3771*107°
=-9.2893*%107 +1.9849* 107 (x—2); @, =—3.3346%107 rd

50<x<6.0m

M (x) . 5.988%103
+

¢Ax:¢AC+£ Gy, T Pac !80*109*2227*10_8 T

=-3.3346%107 +3.3610%10°(x =5);  ¢@,, =0.0269%107° rd

6.0<x<10.0m
M () £ [5.988—3(x—6)]*10°
= +|—"—dx= + =
Pax =Pap _! GJ, Pap .! 80*10° *2227*107%

=-50.4496 %107 +13.4643* 10 x —0.8420 %10 x*;  ¢@,, =-0.5421%107° rd
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Ekstremalny kat skrgcenia w tym przedziale: ¢, (7.996)=3.3768 %107 rd.
Wykres katéw skrecenia wzgledem przekroju A jest wyzej pokazany.
Przyktad 15.5.5. W skrecanym precie kolowym o $rednicy d = 12 cm obcigzonym jak na rys.

wyznaczy¢: wykres momentow skrgcajacych,
wykres katow skrecenia poszczegdlnych

przekrojow wzgledem przekroju A oraz 4 kNm > kNm/m 10 kKNm/m
ekstremalne napre¢zenia gtéwne i %ﬂ%« €
odksztatcenia gtéwne jezeli stale materialowe A X B c

wynosza E =205 GPa, v=0.3.

«—2 m—de——2m—»

Rozwiqzanie
4 kKNm 5 kNm/m 10 kKNm/m
—»%# 44—«
X

«2 m4>\<‘2 m-——>»

- - - kNm
< 3 <
<t v =)

11.00

«———29m
Pax
107 rd
N — <t 0
3 S “ %
(q\l ~ (@) w

Réwnania momentéw skrecajacych:

O0<x<20m

M (x)= —4.0—%2.5x* x=-4.0-1.25x%,
M (0)=-4.00 kNm, M (1)=-5.25kNm, M (2)=-9.00 kNm.

20<x<4.0m
M (x)=-9+10(x—2)=10x-29
M ,(2)=-9.00 kNm, M (4)=11.00kNm, M (2.9)=0.00kNm.

r*12*

Biegunowy moment bezwtadnoS$ci przekroju preta wynosi: J, = =2035.75cm".
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E _205%10°

Jo = 2035.75%107* =1.6051*%10° Nm®.
2(1+v) 2(1+0.3)

Sztywnos$¢ na skrgcanie GJ, =

Roéwnania katéw skrecenia wzgledem przekroju A:

0<x<20m

M), £ (4+1.25x2)%10°
GJ, 1.6051%*10°
¢, (1)=-2232%10" rd, ¢,.(2)=¢,; =-7.061%107 rd.

0, = d = —(2.492x +0.2596x% )10 rd

O ey
O C—y

20<x<4.0m
P =9 +TM5(X) dx=g +T(10x_29)*103 dx =(16.613+3.115x> —18.067x)*10™ rd
RS ReT A L6051%10° ' ' '

¢, (2)=0,, =-7.061%107rd, ¢, (3)=-9.553*%107rd, ¢, .(4)=@, =—5.815%107rd .

Ekstremalny kat skrecenia: ¢, (2.9)=-9.584%107 rd .

Ekstremalne napr¢zenia gtéwne 1 odksztatcenia gtéwne wystapia w przekroju najwigkszego
momentu skr¢cajacego w dowolnym punkcie na obwodzie przekroju poprzecznego preta.

Jesli wybierzemy punkt K , to przy przyjetym
uktadzie wspoétrzednych, wystapia w nim jedynie
napre¢zenia styczne:

M .0%10°
T, =T, =——t=— 1.0 130 = —32.420 MP.
W,  7*x0.12%/16

W wybranym punkcie wystepuje ptaski stan naprgzenia (czyste $cinanie) , ktory w
ptaszczyznie stanu napr¢zenia (tzn. ptaszczyznie (X, Z)) jest reprezentowany przez macierz :

0 -32.42
o =

MPa.
-32.42 0 }

Napre¢zenia gtdwne maja wartosci:

2
+ —
max: O-x zo-z + \/ (O-x 2O-z] + T)%Z :3242MPa,

2
c,—O0,
O in = O-XZO-Z - \/( x2 }J +T§Z =-32.42 MPa.

a ich kierunki okreslaja katy :
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-7 -7
g =—+—=-10 - a,,, =45, ga,,,=—"=10 - «a,, =45
Gz — O hax Gz ~ O min
V4
32.42 min
‘ N
Oy =32.42 a,, =45°
4 X
32.42 32.42 Q
X
O in =32.42 =45°
/ max
32.42
max

Wartosci ekstremalnych odksztatcen gtéwnych wyznaczymy, korzystajac z rdwnan Hooke’a

* 6
gmax :l(Gmax - min): 324-2(14_03)9 10 = 0206*10_3,
E 205*10
_ *100
8"‘lin = (Gmm - Vo-max ) = 32' 42 (1 + 0' 39) 10 = _0- 206 * 10_3 .
205*10

Kierunki widkien, ktére maja ekstremalne odksztatcenia liniowe (a odksztatcenia katowe sa
rowne zero) pokrywaja si¢ z kierunkami naprezen gtéwnych.

15.6. Naprezenia styczne w skrecanym precie o przekroju prostokatnym

Przy skrecaniu pretow o przekroju poprzecznym kazdym innym niz kotowo symetrycznym,
nie jest prawdziwe zalozenie jakoby przekroj ptaski przed przylozeniem obcigzenia pozostat
taki po obciazeniu i jego przemieszczenia polegaly jedynie na obrocie wokét osi preta.
Swobodnemu skrgcaniu takich pretéw towarzyszy deplanacja (wypaczanie) ich przekroju
poprzecznego, tzn. punkty przekroju poprzecznego moga si¢ swobodnie przemieszcza¢ w
kierunku réwnolegtym do jego osi 1 naprgzenia normalne w przekroju poprzecznym sa rowne
Zero.

Otrzymanie S$cistych wynikéw dla takich przypadkow wymaga uzycia bardziej niz dotad
ztozonych metod analizy matematycznej i nizej ograniczymy si¢ jedynie do podania
konicowych wynikéw $cistego rozwiazania zagadnienia skrgcania prgta o przekroju
prostokatnym uzyskanych przez de Saint-Venanta w 1855 r.

Rozktad napregzen stycznych w skr¢gcanym przekroju prostokatnym pokazany jest na rys.15.6.
Nalezy przede wszystkim zauwazy¢, ze napr¢zenia te sa styczne do konturu i osiagaja
najwigksza wartos¢ w potowie dluzszego boku, a zeruja si¢ w narozach. Zwrot napr¢zen jest
taki, ze kreca wzgledem $rodka tak samo jak obciazajacy moment skrecajacy.

Wartosci najwigkszych naprezen stycznych oraz jednostkowego kata podaja wzory:
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AKZ
=~
<&+ M,
T L? ) mave  mare=—to. (15.16)
| (04
Ay
JL . A
M
s o=— . (15.17)
> G Bhb
«— b —
Rys. 15.6

Wspétczynniki o oraz f wystepujace we wzorach (15.16) i (15.17) zaleza sa od stosunku
bokéw h/b (b jest z umowy krétszym bokiem) i podane sa w tabelce ponizej

h/b 1.0 L5 | 1.75 | 20 2.5 3.0 4.0 6.0 8.0 | 10.0 oo

a 0.208 | 0.231 | 0.239 | 0.246 | 0.258 | 0.267 | 0.282 | 0.299 | 0.307 | 0.313 | 0.333

o] 0.141 [ 0.196 | 0.214 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0.281 | 0.299 | 0.307 | 0.313 | 0.333

15.7. Przyblizony sposob wyznaczania naprezen stycznych w skrecanych pretach o
dowolnym przekroju

Ten przyblizony spos6b stosujemy najczesciej przy skrecaniu pretéw cienkosciennych. Prety

takie charakteryzuja si¢ niewielka gruboscia Scianki w stosunku do pozostatych wymiaréw.

Ze wzgledu na ksztalt przekroju mozemy je podzieli¢ na profile otwarte i profile zamknigte

(rys.15.7). Zajmiemy si¢ kazdym z tych rodzajéw pretéw oddzielnie a gléwnym naszym

celem bedzie wyznaczenie najwigkszych naprezen stycznych w przekroju.

‘ | I ‘ ‘ ‘ | profile otwarte
D n profile zamkniete

Rys. 15.7

Zaczniemy od profili otwartych. Pierwszym krokiem, ktéry musimy dokona¢ w tym podejsciu

jest podziat i aproksymacja catkowitego przekroju na czesci sktadowe, kazda o przekroju

prostokatnym (rys. 15.8). Dalej ten aproksymowany przekrdj traktowany jest jako zbidr

prostokatow, kazdy obcigzony jakim§ swoim momentem skrecajacym. Dla takiego

przyblizonego przekroju przyjmiemy nast¢pnie zatozenia upraszczajace:

e suma momentow skrgcajacych poszczegélne prostokatne czesci skladowe jest réwna
momentowi skrgcajacemu przytozonemu do catego profilu

¢ jednakowy jest jednostkowy kat skrgcania wszystkich poszczegdlnych elementow
sktadowych.
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¥ b,

Rozwazmy pokazany na rys.15.8 przekr6j 1 by
podzielmy go trzy prostokatne elementy (zatem w A 2
dalszych wzorach n = 3) o wymiarach b;xh;, gdzie x bs
szeroko$¢ b; jest mniejszym wymiarem danego M
prostokata. Podzial na elementy skladowe w i v
zasadzie jest dowolny ale wskazane jest [ ] — b
»zdroworozsadkowe” podejscie w tym zakresie. | Iy 4

Rys. 15.8

Dla kazdego sktadowego ,i-tego” elementu obowiazuja zaleznoSci i1 rozklad naprgzen

stycznych jak w prostokacie: Trmax i
. £y
Msi Msi ‘Z/ bi
maxt,=———, 0, =—
aihibiz Gﬁihibi3 ) N
«—p,—

Pierwsze zatozenie upraszczajace daje rownanie (mozemy je nazwa¢ rOwnaniem réwnowagi):
n

M,=>M,, (15.18)
i=1

a drugie zalozenie upraszczajace pozwala napisa¢ zalezno$ci (mozemy je nazwac
geometrycznymi):

0,=6. (15.19)

Ze wzoréw dla prostokata 1 zaleznosci geometrycznych otrzymujemy zwiazki :

M, =0,GB.hb’ =6 GBhb’, ktére po wstawieniu do réwnania (15.18) daja zalezno$é:

1

M :iMsi =6 Giﬁihib? )
i=1 i=1

z ktérej mozemy wyznaczy¢ jednostkowy kat skrecenia przekroju:

=L (15.20)
GJ,
3
gdzie: J, =) Bihb} (15.21)

i=1

Wstawiajac wyrazenie na jednostkowy kat skrecenia (15.20) do wzoru na moment skregcajacy
w ,.i-tym” prostokacie:

M
=Bk bi3

M
M. =0 GB.hb’ =—GB.hb’ =
S IBl 171 GJ IBl 171 Jx

\)

a dalej do wzoru na naprgzenia styczne, otrzymujemy wzor okres§lajacy wielko$¢
maksymalnych naprgzen stycznych w nim wystgpujacych:
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maxt; =&ﬁbi. (15.22)
N a”i

Za maksymalne naprgzenie styczne w przekroju uznajemy najwigksze naprezenie ze

wszystkich sktadowych prostokatow.

Tablica wartosci wspétczynnikéw « oraz S pokazuje, ze dla prostokatow, ktérych wysoko$é

h jest znacznie wigksza od szeroko$ci b iloraz f;/c; jest bliski jednosci i gdy przekrdj

»~sktada” si¢ wilasnie z takich prostokatow to najwigksze naprgzenie styczne wystapi w
prostokacie o najwigkszej szerokosci.

Zajmijmy si¢ teraz najwigkszymi naprezeniami stycznymi w przekroju poprzecznym profili
zamknigtych i w dodatku tylko jednokomorowych (rys.15.9).

Rys. 15.9

W tym przypadku zatozeniem upraszczajacym bedzie przyjecie, ze naprgzenia styczne
rozktadaja si¢ réwnomiernie na grubosci $cianki. Poniewaz naprezenia styczne na dwéch do
siebie prostopadlych ptaszczyznach sa sobie réwne, to warunek réwnowagi wycigtego
dowolnie matego elementu preta dowodzi:

YX=0 -576di—7,6,dx=0 — 7,6, =1,5,,

ze iloczyn grubosci $cianki i panujacych w tym miejscu naprezen stycznych jest staty
T 0 = const
Z kolei z twierdzenia o réwnowaznosci uktadéw sit zewnetrznych i wewngtrznych wynika:

M, = §T(s)§(s)ds h(s)= Z'§§ h(s)ds .
Rys.15.9 pokazuje, ze h(s)ds/Z =dA, zatem:
M, =252[[dA=275 A,

A

gdzie: A, - pole obszaru ograniczonego linig Srodkowa Scianki. Mozemy wigc napisac

zaleznos¢:
T= M, (15.23)

z ktérej wynika, ze maksymalne naprezenia styczne wystapia w miejscu w ktérym grubos¢
$cianki jest minimalna i wynosza:
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maxT:L. (15.24)
2A, mind

Wyznaczmy teraz jednostkowy kat skrg¢cenia takiego preta. W rozdziale 8 stwierdziliSmy, ze

w przypadku obciagzen statycznych w konstrukcji wykonanej z materiatu spr¢zystego praca sit

zewngtrznych jest rOwna energii sprezystej uktadu. Zatem dla preta o rozwazanym przekroju i

jednostkowej dlugosci obcigzonego momentem skrgcajacym M, mozemy napisac:

1 T’

M, 6=[[-=av.

2 726G

Podstawiajac do powyzszej zaleznosci wzor (15.23) i uwzgledniajac geometri¢ przekroju
poprzecznego preta, otrzymujemy:

1 M?
M, 0= ———dA,
2 8GS2A2

ale dA = d ds , wiec ostatecznie, po prostym przeksztatceniu, dostajemy:
M ds

42V
Wzory (15.24) 1 (15.25), okreslajace przyblizone warto$ci maksymalnych naprg¢zen stycznych
1 jednostkowego kata skrecenia dla profili zamknigtych nazywane bywaja wzorami Bredta.

(15.25)

15.7.1. Przyklady

Przyklad 15.7.1.1. Wyznaczy¢ najwigksze naprgzenie styczne w przekroju poprzecznym
szyny kolejowej pokazanej na rys. skrgcanej momentem o wartosci M= 1.0 kNm.

«— 68 —» «— 68 —»

vy
(1) 40
v
—} » |« 13 T
@7 71
9 . !
wymiary v
i A A w mm @4 I T17
+
et e 114 —
Rozwiqzanie

Po aproksymacji przekroju trzema prostokatami jak na rysunku potrzebujemy wyznaczy¢
wspotczynniki ¢; oraz fdla kazdego z nich. Interpolujac wartosci podane w tabelce
otrzymujemy:

prostokat I: &, /b, =68/40=1.70 — «,=0.237, £, =0.210

prostokat 2:  h, /b, =71/13=5.50 — a, =0.295, f,=0.295

prostokat 3:  hy /by =114/17=6.70 — @, =0.302, £, =0.302

3
J, = Bihb} =0.210%6.8%4.0° +0.295%7.1%¥1.3° +0.30211.4*1.7° =112.91cm".
i=1

216



Adam Bodnar: Wytrzymato$§¢ Materiatéw. Skrecanie pretéw o przekroju kotowo
symetrycznym i prostokatnym

Najwigksze naprgzenie styczne wystapi w prostokacie 1 (ma najwigksza szerokosc) i
przyjmujemy, ze jest to najwigksze naprgzenie styczne w rozwazanym przekroju

M, B, _ 1*10° 0210

= - 4#107* =31.39*10°N/m’ = 31.39 MPa.
Jo o 11291107 0.237

maxtT =max T, =

Przyktad 15.7.1.2. Zbadac¢ jaki wptyw na wielkos$¢ najwigkszego naprezenia stycznego w
przekroju poprzecznym skrecanym momentem M; ma sposéb jego aproksymacji
prostokatami w dwdéch pokazanych na rysunku przekrojach.

N «a—sle—a—» ] 41
I <—5a4>a<75a—ﬂa¢i
¥ | [
’ |
i 1
Rozwiqzanie B

Pierwszy przekrdj.

Podziat na trzy prostokaty Wspétczynniki ¢; =0.208, S, =0.141
«a—ple—a—»
+ 3
t J, =Y Bhb} =3%0.141a" =0.423a*
a i=1
#
M M . M
a maxt = 3£b= > 7 Ol4la:1.6026 ;
i J, 0.423 4" 0.208 a

Podziat na dwa prostokaty
Wspétczynniki a; = 0.246, 5, =0.229,«, =0.208, 5, =0.141

«a—se—a—»
A 2
I J, =Y Bihb’ =0.229%2a*a® +0.141a* =0.599 a*
i l:1
t M M M
a H maxt, =— ﬁb1 = — 0.229 a=1.5541 —
L s o 0.599 ¢ 0.246 a
M M . M
maxe, =M Poy, o M, ; S PREIY :
s O 0.599 a™ 0.208 a

Jesli przyjac pierwszy podzial za ,,miarodajny” to procentowy btad wynikajacy z drugiego
podziatu wynosi 100 (1.6026 —1.5541)/1.6026 = 3.03 %
Drugi przekroj.
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Podziat na trzy prostokaty Wspétczynniki: «; = B, =0.314,a, =a; =0.282,
T B=p,=0281
4a
3
< SaMaje—5a “ *i J, = Bihb} =0314%12a*a’ +
I a =
T +2%0.281%4a*a =6.016 a*
4j
M M ) M
maxt, =— ﬁb1 = — 0.314 a=0.1662 —
J, o 6.016 a* 0.314 a
M M ) M
max v, = S&bzz — 0281 | _0.1656 2
s a, 6.016 a* 0.282 a
Podziat na cztery prostokaty Wspétczynniki
— 2 a=[=0.290 sa takie same dla wszystkich
j czterech prostokatéw
a
< Sa e Sawale = Bib? =4%0.290%5q* a* =580 a*
| a i=1
T Maksymalne napr¢zenie styczne w kazdym
‘l" prostokacie bedzie rowne
— M M ) M
maxfz—sﬁbz : 029Oa:0.1724 .
J, @ 580a* 0.290 a’

Procentowy blad wynikajacy z r6znej aproksymacji prostokatami w tym przypadku wynosi
100 (0.1724 —0.1662)/0.1724 = 3.60 %

Te dwa przyktady dowodza (cho¢ zapewne nie jednoznacznie), ze dowolny ale
“rozsadny”’podzial przekroju na sktadowe prostokaty ma niewielki wplyw na warto$¢
najwigkszego napr¢zenia stycznego w przekroju.

Przyktad 15.7.1.3. Wyznaczy¢ jak
zmienia si¢ najwigksze naprezenia
styczne 1 jednostkowy kat skrecenia w
rurze skrecanej momentem M; po jej
przecigeiu na pobocznicy rownolegle do

J€J OS1. « 08 d. »

“—d ™

Rozwiqzanie
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W przypadku rury nie rozcigtej mamy do czynienia ze skr¢caniem przekroju kotowo
symetrycznego. Sciste rozwigzanie tego zagadnienia daje najwigksze naprezenia styczne w
dowolnym punkcie na obwodzie o wartosci:

M

S

max 7 = ,
0

a jednostkowy kat skrecenia wynosi:

M

N

GJ,

Biegunowy moment bezwladnosci i biegunowy wskaznik wytrzymatos$ci w rozwazanym
przypadku sa réwne:

ﬂd4

1, =75 (1-08)=0.05796 4 W, = Jo _zdili-08")3

d, ]2 d, |2
W przypadku rozcigtej rury zastosujemy przyblizone rozwiazanie aproksymujac przekroj
prostokatem o wymiarach b=0.1d_ oraz h=7*09d_ =2.827d

=0.1159d;.

A
=
v

«— 0.8 d, |

«——d —™"

Najwigksze naprezenia styczne i jednostkowy kat skrecenia w przekroju prostokatnym
WYnosza:

M M

N N

ab’h’ . GBbh

max T =

W rozwazanym przypadku dla /b =2.827/0.1=28.27 , wspétczynniki & = f=0.333.
Stad najwigksze naprezenia styczne po rozcigciu rury wzrastaja:

0.11594
0.333%(0.1d )’ *2.827d._

=12.312 razy,

a jednostkowy kat skr¢cenia wzrasta:

0.05796 d
0.333%(0.1d. ) *2.827d.

=61.568 razy.
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Przyktad 15.7.1.4. Poréwnaé¢ warto$ci
maksymalnych naprezen stycznych
jednostkowego kata skrgcenia obliczone
wedlug wzoréw Scistych i1 przyblizonych
wzoréw Bredta, w skrgcanej rurze o rdéznej
grubosci $cianki.

=

le~ »

Rozwiqzanie

Potrzebujemy wyznaczy¢ pewne charakterystyki geometryczne rury o promieniu
zewnetrznym R i wewngtrznym r wystepujacych we wzorach okreslajacych poszukiwane
wielkosci.

Grubos¢ Scianki: § = R—r=R(1-7), gdzie: n=r/R.

: : R'
Biegunowy moment bezwtadnosci: J, = z (1 -n* )
: . . R’
Biegunowy wskaznik wytrzymatosci: W, = LA (1 -n* )
. . S R+ R>
Pole obszaru ograniczonego linig srodkowa scianki: A = x( 5 rj = 7[4 (1+ 7])2

Catka po linii srodkowej $cianki: %S _ R(L+7) . (1+7) .

R(-n)  (1-n)
Maksymalne naprezenia styczne obliczone wedltug wzoréw otrzymanych z rozwiazania
zagadnienia skre¢cania pretow kotowo symetrycznych wynosza:

MS
maxt, =—-,

0
Maksymalne napr¢zenia styczne obliczone wedtug przyblizonych wzoréw dla
cienko$ciennych profili zamknigtych sa réwne:

M

2A ymind’
Stosunek naprgzen wyznaczonych wedtug wzoréw przyblizonych i $cistych wynosi:
K:maxTB: (1—774) _(1—772)(1+772) (1+772)

maxts  (1-p)(+n) (- )a+n)  (+n)

maxty =

Wykres zaleznos$ci wspétczynnika x od 77 jest nizej pokazany.

1
*—‘——‘—/r_/r_
0,75
0,5
0,25
0 \
0 0,25 0,5 0,75 1
/R

Wyliczmy minimalna wartos¢ wspétczynnika .
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2
ﬁEZJ@L_ﬁilg:o.ﬁ 7 +27-1=0 — 1=04142.
dn 1+n (1+7q)

Stad minimalna warto$¢ x wynosi:

in e 17041422) o

(1+0.4142)
Maksymalne naprgzenia styczne obliczone przyblizonym wzorem Bredta w skrgcanej rurze,
sa nizsze od $cistych a najwigkszy procentowy btad wynosi:
(1-0.8284)*100% = 17.14%.
Jednostkowy kat skrgcenia wedtug wzoréw otrzymanych z rozwiazania zagadnienia skrg¢cania
pretow kotowo symetrycznych jest rowny:

— MS
TG,
Jednostkowy kat skrgcenia wedtug przyblizonego wzoru Bredta wynosi:
__ M, gds
P agat s

Stosunek jednostkowych katow skrecenia wyznaczonych wedtug wzoréw przyblizonych i
Scistych jest rowny:

6, 20-7*)  20-p+n)i+n?) 20+77)

SR T e e (W

Zaleznosci wspétczynnika x; od 77 pokazuje ponizszy wykres.

2
1,5
1 | \"\\‘\—‘\‘“—‘_.
0,5
O T T
0 0,25 0,5 0,75 1
r/R

Zatem obliczenia jednostkowego kata skrgcenia, przyblizonym wzorem Bredta, daja wyniki
wigksze od doktadnych.
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