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14. MIMOSRODOWE ROZCIAGANIE I SCISKANIE
14.1. Naprezenia i odksztalcenia

Mimosrodowe rozciaganie prgta pryzmatycznego wystepuje wowczas gdy uklad sit
zewngtrznych po jednej stronie jego przekroju poprzecznego redukuje si¢ do wypadkowej
N réwnoleglej do osi preta, zaczepionej poza jego $rodkiem ciezkosci. Poszukiwa¢ bedziemy
elementéw macierzy napr¢zen i odksztatlcen dowolnym punkcie tak obcigzonego preta.
Rozwazmy wigc, pokazany na rys. 14.1 pret pryzmatyczny o polu przekroju poprzecznego A
okreslony w ukladzie osi (X, Y ,Z) w ktérym o§ X jest osia preta a osie (Y, Z) sa gtéwnymi
centralnymi osiami bezwladnosci jego przekroju poprzecznego. Materiat preta jest
izotropowy, liniowo sprezysty o statych materialowych E oraz v. Wypadkowa N , normalna
do przekroju, zaczepiona jest w punkcie o wspotrzednych yy oraz zy.
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Rys. 14.1

Przy rozwigzywaniu postawionego zadanie wykorzystamy wyniki uzyskane dla przypadku
osiowego rozciagania i prostego zginania.
Zgodnie z zasada de Saint-Venanta statycznie rOwnowazne obciagzenia wywotuja jednakowe

stany naprezenia i odksztalcenia, a to pozwala zastapi¢ wypadkowa N ,zaczepiong w punkcie
(vn, zv) réwnowaznym uktadem ztozonym z sily podtuznej N , zaczepionej w Srodku
cigzkoSci preta i dwoma momentami M ,=Nzy 1 M_=Ny,, ktorych wektory sa
rownolegle do odpowiednich osi uktadu odniesienia (rys. 14.1). W ten sposob otrzymalismy
osiowe rozciaganie i dwa proste zginania wzgledem osi Y i Z, dla ktérych macierze naprezen
sq juz nam znane. We wszystkich tych trzech przypadkach jedynym niezerowym elementem
macierzy naprezen jest naprezenie normalne o, . Sumowanie, zgodnie z zasada superpozycji,
daje wzor okreslajace te naprezenia, dla analizowanego przypadku, w postaci:

M
o = +—27+—2

AT J

y z

y (14.1)

lub, po wykorzystaniu zaleznosci migdzy N oraz, M, i M, w formie:

N N
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y Z

o (14.2)

Macierz odksztatcen odpowiadajac temu stanowi napr¢zenia tatwo wyznaczymy z rownan
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Hooke’a, i bedzie ona zawierata jedynie trzy odksztatcenia liniowe, z ktérych dwa sa sobie
rowne.

Wyzej otrzymane wzory moga by¢ rowniez stosowane w tej formie przy mimosrodowym
sciskaniu pretéow bardzo krgpych, gdyz tylko wéwcezas spetniona jest zasada zesztywnienia,
przy ktérej zalozeniu wzory te zostaly wyprowadzone moze by¢ przyjeta. W przypadku

sciskania przypadku wypadkowa N ma zwrot przeciwny do normalnej zewngtrznej, a jej
wspoétrzednej N przypisujemy znak ujemny.

Jezeli we wzorze (14.2) przestrzega¢ bedziemy umowy znakowania sit podtuznych (plus dla
sity rozciagajacej, minus dla Sciskajacej) oraz tego, ze (yn, zy) oraz (y, z) 0znaczaja
wspotrzedne punktéw w ktérych wyznaczamy naprg¢zenia w przyjetym ukladzie odniesienia,
to wyznaczone naprgzenia beda miaty znaki zgodne z przyjeta dla nich umowa znakowania.

13.2. Analiza stanu naprezenia i odksztalcenia

W tym przypadku w precie wystepuje jednoosiowy, niejednorodny stan naprezenia. Wartosci
napr¢zeh normalnych o nie zaleza od zmienne]j x, sa liniowa funkcjg zmiennych y1 z.
Wyniki analizy stanu naprgzenia i odksztalcenia sg analogiczne jak w przypadkach osiowego
rozciagania, prostego czy ukos$nego zginania. Podobnie tez jak w poprzednich przypadkach
konce wektorOw naprg¢zenia o, leza na plaszczyznie - plaszczyznie naprgzen. Krawedz
przecigeia si¢ plaszczyzny naprezen z plaszczyzna przekroju poprzecznego - os obojgtna-
stanowi miejsce geometryczne punktéw, w ktérych wartosci naprezen normalnych spetniaja
rOwnanie:

o,=0.

Podstawiajac do niego wyrazenie (14.2), a nastepnie dokonujac kolejnych przeksztatcen
dostajemy rownanie osi obojetnej dla rozwazanego przypadku:

TSN TNy e 2N Y z,\fzz+y,v.2 Y1
AT, J. Jy A T /A i i
BRI (14.3)
ay a,

i i (14.4)
gdzie: a, = ———, a, =———, Z

YN N \\

to odcinki jakie o$ oboj¢tna odcina na osiach
gléwnych centralnych (patrz rys.14.2), a

2o 2= 72 kwadraty géwnych

i, = o oraz i = i wadraty gléwnyc 0§ obojema
centralnych promieni bezwladnosci przekroju az

poprzecznego. Rys. 14.2

Analizujac rownanie osi oboj¢tnej (14.3) spostrzegamy, ze w przypadku mimosrodowego
rozciagania:
® potozenie osi obojetnej nie zalezy od wartosci sity obciazajacej N,
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® oS obojgtna nie przechodzi przez srodek cigzkosci przekroju poprzecznego, a odcinki jakie
odcina na osiach uktadu wspétrzednych znajduja si¢ w jego Cwiartce po przeciwnej
stronie punktu przylozenia sity,

e potozenie osi obojetnej zalezy od wspotrzednych punktu przylozenia sily obciazajacej i
geometrii przekroju poprzecznego.

Naprgzenia normalne o, osiagaja wartosci ekstremalne w punktach przekroju poprzecznego

najdalej potozonych od osi obojgtne;. 7
A
Rozktad tych napr¢zen w przekroju g
poprzecznym preta pokazuje rys.14.3. = _~

Jest on wynikiem dodania do siebie
rozktadéw z osiowego rozciagania i
dwoch prostych zginan wzgledem osi
Y oraz Z.

\| 0S obojetna

Rys.14.3

14.3. Wymiarowanie pretéw mimosrodowo rozciaganych lub sciskanych

Ograniczymy sig, jak poprzednio tylko do wymiarowania ze wzgledu na stan graniczny
nos$nosci przyjmujac, ze bedzie on osiagnigty jesli przynajmniej w jednym punkcie przekroju
poprzecznego wielkos¢ naprgzenia normalnego bedzie réwna wytrzymatosci obliczeniowe;.
Jesli pret wykonany jest z materiatu, ktérego wytrzymatosci obliczeniowe przy rozciaganiu R,
1 $ciskaniu R, , s3 r6zne to warunek stanu granicznego no$nosci stanowia nierdwnosci:

<R

max o, <R, 1 max‘O'xc .

- najwigksze naprgzenia rozciagajace i Sciskajace w przekroju

gdzie: max o, i max‘dxc

poprzecznym.
W przypadku materiatu o tej samej wytrzymatosci obliczeniowej na rozciaganie i $ciskanie
(material izonomiczny) warunek wymiarowania bedzie jeden:

max| Gx| <R.

W przypadku materiatu o tej samej wytrzymatosci obliczeniowe] na rozciaganie 1 Sciskanie
(material izonomiczny) warunek wymiarowania bedzie jeden:

max| Gx| <R.

Gdy przekrdj poprzeczny preta ma dwie osie symetrii i obrys zewngtrzny jego ksztattu jest
prostokatny np. dwuteownik, prostokat z wycigtymi otworami itp., to maksymalne napr¢zenia
normalne wystapi w narozu po przeciwnej stronie osi oboj¢tnej 1 bedzie miato wartosc:
— | N | + My + M z

A W, W,

max‘ o,

W tym miejscu ponownie nalezy podkresli¢, ze w przypadku mimosrodowego Sciskania
konieczne jest spelnienie warunkéw pozwalajacych na przyjecie zasady zesztywnienia, co
ogranicza zastosowanie wyprowadzonych zaleznos$ci do krgpych pretow.
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13.4. Rdzen przekroju

Jak juz wyzej powiedziano, w przypadku mimosrodowego rozciagania lub $ciskania o$
obojetna nie przechodzi przez §rodek cigzkosci przekroju poprzecznego, jej potozenie nie
zalezy od wielkosci sily obciazajacej i okresla je rdwnanie odcinkowe prostej (14.3):

——+— =1.

ay a,

Dowiedziemy dwdch prostych twierdzen o osi obojgtnej wynikajacych z tego rownania.
Twierdzenie 1: oddalaniu si¢ punktu przytozenia sily od s$rodka cigzkosci przekroju
poprzecznego towarzyszy przyblizanie si¢ osi obojetnej do srodka cigzkosci 1 odwrotnie.

Niech punkt 1 (rys.14.4) o wspétrzednych (y,,, zy,) okresla

poczatkowe przyltozenie sity, a

i2 iy
a, =——— oraz da, = ——2 potozenie odpowiadajacej mu
Yn1 N1

osi obojgtnej ;. Niech punkt 2 o wspotrzednych (yy,, z2x0)

okresla nowe przylozenie sity, a

.2 -2
1 Ly .. C .
Ay =——"— 01z da, = ——2 potozenie odpowiadajacej mu
Yn2 N2

osi obojetnej 1.

Poniewaz yy, > yy; Oraz zy, >zy; to ‘ay2‘<‘ay1‘ oraz |azz|<|aZl , co dowodzi

prawdziwosci twierdzenia 1.

Twierdzenie 2: obrotowi osi oboj¢tnej wokot ustalonego punktu odpowiada przemieszczanie
si¢ punktu przytozenia sily po proste;j.

Niech punkt A o wspétrzednych (y 42 A) (rys.14.5) lezy na osi
obojetnej [ odpowiadajacej przytozeniu sity w punkcie 1 o
wsp6trzednych (y N ZN ).

Wspétrzedne obu punktéw spelniaja réwnanie osi obojgtne]
(14.3)

N7 S )

(_izz/yN) (_ii/zzv)

Jesli przeksztatcimy to rownanie do postaci:
IN AN

iz /va) i z4)

w ktérym wspétrzedne (y,, z,) beda ustalone, to widaé, ze

Rys. 14.5

wspélrzedne punktéw przytozenia sity (y N> 2 N) spetniaja
rownanie prostej co dowodzi stusznosci twierdzenia 2.

W przypadku mimosrodowego rozciagania i $ciskania naprezenia normalne w przekroju
moga by¢ jednakowego lub réznych znakéw. Beda one mialy we wszystkich punktach
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przekroju ten sam znak jedynie wtedy, gdy o$ obojg¢tna — ktérej polozenie zalezy od
wspolrzednych potozenia wypadkowej sit obciazajacych — bedzie lezata poza przekrojem lub
byta styczna do niego. Miejsce geometryczne punktéw przekroju poprzecznego pregta w
ktérych przytozona sita, réwnolegta do jego osi wywotuje naprezenia normalne jednego
znaku w catym przekroju nazywa¢ bedziemy rdzeniem przekroju. Zagadnienie wyznaczenia
rdzenia przekroju ma istotne znaczenie praktyczne w przypadku pretéw mimosrodowo
sciskanych wykonanych z materiatéw o niewielkiej wytrzymato$ci na rozciaganie (np. stupy
betonowe czy filary ceglane). Takie konstrukcje dobrze jest ksztaltowa¢ w formie
zapewniajacej potozenie wypadkowej sity S$ciskajacej wewnatrz rdzenia przekroju, co
zapewnia wystgpowanie jedynie napr¢zen Sciskajacych. Wyznaczenie rdzenia przekroju
przesledzimy (nie traca ogélnosci rozwazan) na przyktadzie pokazanym na rys.14.6.

Po wyznaczeniu gtéwnych centralnych osi
bezwtadnosci (Y, Z) i wartosci ich promieni
bezwtadnosci i, oraz i, prowadzimy styczna

5
3 z

1-1 uwazajac ja za o$ oboj¢tna. Styczna 1-1
odcina na osiach ukladu wspétrzednych
odcinki a, oraz a. 5

Wspoétrzedne punktu 1 przylozenia sity,
ktoremu odpowiada 0§ obojetna  1-1 1 1
wyznaczamy wykorzystujac zaleznosci (14.4) a Y
wystepujace  w  ogdélnym réwnaniu  osi 5
oboje¢tnej

. .2

lZ2 Ly
YM T~ Iyt T T

ayl azl

Powtarzajac rozumowanie dla kolejnych stycznych do obrysu przekroju dostajemy punkty 2,
3,415, ktére sa punktami krzywej rdzeniowej tzn. krzywej o tej wlasnosci, ze przytozenie
sity w jej punktach daje osie obojgtne, styczne do przekroju. Cata krzywa rdzeniowa
otrzymujemy taczac te punkty odcinkami prostych. Wynika to z twierdzenia 2 bo od osi
obojetnej 1-1 do osi obojetnej 2-2 przechodzimy obracajac je wokét punktu A, temu za$
zgodnie z tym twierdzeniem towarzyszy przesuwanie si¢ punktu przylozenia sity po proste;j.
Punktom przylozenia sity wewnatrz krzywej rdzeniowej odpowiadaja osie obojgtne poza
przekrojem i wynika to z twierdzenia 1 o oddalaniu si¢ osi od $rodka cigzkosci jesli sita
zbliza si¢ do niego. Zatem rdzen przekroju w analizowanym przypadku stanowi ten
zacieniony obszar.

Z opisanej metody konstrukcji rdzenia wynika kilka prostych wskazowek odnosnie ksztaltu
rdzenia dla przekrojéw ograniczonych odcinkami prostych:

® rdzen jest figura wypukia

* ma tyle bokéw, ile bokdw ma najmniejszy wielobok opisany na przekroju

® jest figura symetryczna dla symetrycznego przekroju.

W przypadku przekrojow o brzegu krzywoliniowym, réwnanie stycznej do brzegu razem ze
znanym rOwnaniem brzegu i zaleznosciami (14.4) pozwala na napisanie rownania krzywej
rdzeniowej i tym samym wyznaczenie ich rdzenia przekroju.
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14.5. Przyklady

Przyklad 14.5.1. Drewniany slup o przekroju “—h—>
prostokatnym  bxh =20 x36cm i niewielkiej | /T
wysokosci obcigzony jest w narozu sila $ciskajaca P }
P=100kN.  Wyznaczy¢  rozktad  naprezen ! h
normalnych w przekroju poprzecznym stupa i Z
polozenie osi oboj¢tnej. T
X

Rozwiqzanie Y

/

/
Wystepuje tu klasyczny przypadek mimosrodowego Yy’
sciskania, w ktéorym przy przyjetym ukladzie osi
odniesienia (to osie gléwne centralne przekroju ¥ 7
poprzecznego):
N =-100kN, y, =b/2=10cm, z, =h/2=18cm, 2 3T,
A=bh=20%36=720 cm’, Y 2

47
J, =bh*/12=20%36 12 =77760 cm®, h
' 2
1 4
_np3/10— 3 /1y _ 4 v

J,=hb /12—36*20 /12—24000cm , P .
i2=J, JA=77760 /720 =108 cm’, 1% g -

i2 =J_/A=24000 /720 =33.33cm’.
Naprezenia normalne okresla zalezno$¢:

N
_N Nz Now
A T J

y z
ktéra, po podstawieniu wyzej otrzymanych wartosci, przyjmuje formg:

o

Y

X

o, =(~1.389-23.148 7—41.667 y)*10° .

Wartosci naprgzen w narozach sa rowne:

0., =[-1.389-23.148(0.18)-41.667(0.10)] *10° =-9.722 MPa,
0., =[-1.389-23.148(~0.18)-41.667(0.10)] *10° =—1.389 MPa,
0.5 =[-1.389-23.148(~0.18)-41.667 (- 0.10)] *10° = 6.944 MPa,

04 =[-1.389-23.148(0.18)-41.667 (- 0.10)] *10° =—1.389 MPa.
O3 obojetna jest prosta o rGwnaniu:

_y+_z =1

ay a,
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2 i2
w ktorym a, = — ! :—ﬁ:—&%cm oraz a, = —Lz—@:—ﬁOOcm to odcinki
Yy 10 4y 18

jakie ta prosta odcina na giéwnych centralnych osiach bezwtadnosci przekroju poprzecznego.

Rozktad naprezen pokazuje ponizszy rysunek.

1.389

S5
6.945

1.389

MPa

\

1.389

9.723

9.723
\@J
1.389

os obojetna

Przyktad 14.5.2. Stalowy slupek wykonany z dwuteownika I 500 pokazany na rysunku,
przenosit osiowo réwnomiernie roztozone obciazenie g = 13 MN/m® ze sztywnej zeliwnej
pltyty o wymiarach bxi = 0.7x0.4 m. Stupek postanowiono wzmocni¢ przyspawanym
ceownikiem [ 260 na calej jego wysokoSci.

Sprawdzi¢ jak zmienia si¢ wartosci napr¢zen normalnych w wyniku wzmocnienia, wyznaczy¢
wykresy naprgzen normalnych w przekrojach stupka przed i po wzmocnieniu.

P g = 1300 kKN/m> 7
+ vVVYVYY # -
4 . | T Profil walcowany PN 1500
a 70.0 g = 180 cm>
50.0 ¥ . S0 ’ J 68740 cm J,= 2480 cm
L T JL W, = 2750 cm’, W, = 268 cm’
Y i
. > — 18 ¥
425.0%«25.0 aZ
> " |« 2.36
T 7 y - T v ir_o{zllg w;alcozwany PN[260
40.0 18.0 26 > =4as6.5 cm A .
v Jy,=4820 cm’, J,=317 cm

’47.

wymiary w cm
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Rozwiqzanie

Wypadkowa obciazenia dziatajaca na stupek
P=gbh=13%0.7*0.4=3.64 MN.

Stan przed wzmocnieniem

Stupek jest Sciskany osiowo sila podtuzna *252#* 25.0%
N=-3.64MN 1 napr¢zenia normalne w I Y
kazdym punkcie jego przekroju sa réwne: N
N 3.64 N -
o,=—=————=-20222 MPa. a @ x
A 180*10 S MPa

Stan po wzmocnieniu

Nalezy wyznaczy¢ potozenie gtéwnych centralnych osi

wzmocnionego przekroju. O$ Y nie zmieni polozenia. 9 [« 25 >« 25>
Potozenie srodka cigzkos$ci wzmocnionego przekroju 7
A=180+48.3=228.3cm’, ) Z .
S, =48.3%(~27.36 )= —1321.49 cr’, :l My
47
y0=SZO _ 1321.49:_5_790m. ’ N5.79 1
A 228.3
+28.21 % 30.79 ¥

Poniewaz potozenie wypadkowej obcigzenia nie zmienito sig
mamy teraz do czynienia z mimosrodowym S$ciskaniem w

ktéorym sita na mimosrodzie 5.79 cm powoduje zginanie g @ 8

wzgledem osi Z momentem o wartosci: =) S
N

M, =3.64%5.79%107=0.211 MNm.

Moment bezwladno$ci przekroju wzgledem osi zginania: I\(Z-an

J,=68740 +180%5.79% +317 +48.3* (- 21.57)* =97564 cm*

Rozktad naprezen normalnych:

N M,
o, =—-— y
A U,
Wartosci naprezen we widknach skrajnych wynosza:
ol —3.64 0.211 (0.3079) =— 226.03 MPa,

T 0283*%10°% 97564%10°°

22 =364 0211
Y2283 %107 97564%1078

(- 0.2821) =—98.43 MPa.

Wyniki obliczen dowodza, ze planowane wzmocnienie pogorszy stan mechaniczny stupka,
powodujac zwigkszenie naprgzen normalnych.
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Przyklad 14.5.3. Belka wspornikowa o
przekroju prostokatnym bxh =0.12 x0.24 m N g a7
1 dlugosci [ =2.0 m obciazona jest, jak na /
rysunku, obcigzeniem ciaglym ¢ = 2.0kN/m,
dziatajacym w plaszczyznie nachylonej pod

katem =30 do ptaszczyzny (X, Z) oraz
dwiema sitami skupionymi P =20.0kN 1
P =1.0kN. W przekroju utwierdzenia

wyznaczy¢ rozktad napr¢zen normalnych i
stycznych oraz polozenie osi obojgtne;.

P

N\

<« b -»]

i
L

Y

1

l \\\ ’
X

//

Rozwiqzanie

Zadanie rozwiazemy, wykorzystujac zasad¢ superpozycji sumujac momenty zginajace, sity
poprzeczne i podtuzne w przekroju utwierdzenia od poszczegdlnych obcigzen.

Obciqzenie ciggte q

Sktadowe obciazenia ciagltego g wynosza: g,=1.00
q, =qsina=2.0*0.500=1.00 kN/m,

q, =qcosa=2.0%0.866=1.73 kN/m.

W  przekroju utwierdzenia daje ono dwa
momenty zginajace:

M, =q, *2*1=1.73%2=3.46 kNm,

M, =q,*2%1=1%2=2.00 kNm, oraz dwie sity
poprzeczne:

0, =q,*2=1%2=2.00 kN,

0. =q,*2=173%2=3.46 kN.

g=2.00 LBY 7]

Sita skupiona P

Sita rozciagajaca P, rownolegta do osi preta, jest
zaczepiona w narozu i daje momenty zginajace:
M, =Ph/2=20%0.12=2.40 kNm,

M, =Pb/2=20%0.06=1.20 kNm,

oraz sit¢ podtuzna N =20.00 kN.

Sita skupiona P; 7

Sita skupiona P; dzialajaca w plaszczyznie (X, Y),

prostopadta do osi preta daje moment zginajacy: 0.2 1.00 M.=2.00
M, =P *2=2.00 kNm, L 4

oraz sit¢ poprzeczna Q, =1.00 kN.
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W wyniku sumowania w przekroju utwierdzenia
otrzymujemy:
e sil¢ podluzna N i dwa momenty zginajace

M joraz M, ktére to sily przekrojowe

generuja naprgzenia normalne:

o = +_y &
x z+ y
A U, J.
e dwie sily poprzeczne , ktdre generuja naprezenia

styczne:

___9,5.0)
Y Joh(y)

0.5,(z)

oraz 7, =———F— .
Xz Jy b y)

Charakterystyki geometryczne przekroju sa rowne:
A=bh=12%24 =288 cm’,
J, =bh*[12=12%24° 12 =13824 em®, J_ =hb*[12=24%12°/12=3456 cm®,

2 2 3 3
W, =bh?/6=12%24%/6 =1152 em’, W, =hb?[6=24%12%/6=576 cm

Naprezenia normalne w narozach wynosza:

M *103 %103 %103
o, :ﬁ+ vy, M. _ 20%10 4 5.86 106+1.20 106:7.865*106 Pa,
A W, W, 288*%107 [1152*107 576*10~
M %1073 %103 *10°
. _N_ y+MZ _ 20*10 - 5.86 106+1.20 106:_2'309*106 Pa,
A W, W, 288*%107 1152*%107 576*10°
M7 M sk 3 . sk 3 . E3 3
O_ﬁ:ﬂ_ y_ M, _ 20 104_586 106_120 106=—6.476*106Pa,
A W, W, 288*10™" 1152*10™ 576*10°
M £103 *103 %103
x4:ﬁ+ v M, _ 20 104+ 5.86 106_1.20 106:3.698*106 Pa.
A W, W, 288*107"  1152*10™ 576*10°
Réwnanie osi obojetne;j:
N M, M, 20%10° 5.86%10° 1.20%10°
o, =—+——2z+ y=0 7+ g2t g y=0,
A J 288*107" 13824*10 3456 *10

y z

z=-0.0164-0.818y .

W przekroju prostokatnym napr¢zenia styczne maja rozklad paraboliczny i1 osiagaja
maksymalng warto$¢ 3Q/2A w punktach na osi zginania, stad:

30. *1%103
LT b il LY ST PTG Pa,

max = = )
2A  2%288*10

Ty
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3 %3.46%10°
— Q. _3%3.46%10

=5 2%288%10~
Rozktady naprezen normalnych i stycznych pokazuja ponizsze rysunki:

=0.180%10° Pa.

a
g M
%) " o MPa
« o €, €
3.698 27 7865 tz
ALY ;
Y o, Y ¢
— MPa — ‘@ 0.180
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr v .
XZ
= . v/ | MPa
6.476 2.309
0 =)
o~ @ =)
.-
Przyklad 14.5.4. Obliczy¢ minimalna grubo$¢ a ¢=50 kN/m

betonowej $ciany zbiornika wodnego (patrz
rysunek), przy ktérej u jej podstawy nie beda |
wystepowaly naprezenia rozciagajace. Na $ciang o 2w?2
wysokosci i; = 8 m oprdcz parcia wody dziata w jej
ptaszczyznie srodkowej pionowe obciazenie g = 50
kN/m. Wysokos¢ stupa wody A, = 6 m. W
obliczeniach nalezy uwzgledni¢ cigzar wlasny
sciany wykonanej z materialu o cigzarze
objetosciowym % = 22 kN/m’ . Ciezar objetosciowy
wody %, = 10 kN/m” .

a a

“——6m "
o \\\
fB g \\\
- l £s
—

Rozwiqzanie

Obliczenia wykonujemy na 1m dlugosci S$ciany. «— 6m — e a —»
Wpierw zredukujemy obcigzenia dziatajace na

sciang do sSrodka cigzkosci jej przekroju u T3 7
podstawy. x 2 7 %_' 1
Obciazenie pionowe stanowi sumg obciazenia Im ' Y
zewngtrznego oraz ci¢zaru wlasnego i dziata ono w 2 N 1
srodku ciezkosci.

P=g*1+a*1%h *y, =50+a*8%22=176a+50

Obciazenie poziome wynikajace z parcia wody zaczepione jest w srodku cigzkosci trojkata
parcia i wynosi:

% 2 2
w1 hW7 ~9"10=180 kN,

w
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Obciazenie to daje u podstawy §ciany moment:
h
M, =W*?W=180*2=360 kNm.

W  rezultacie przekr§j u podstawy Sciany obcigzony jest osiowo sita $ciskajaca
N =—(176 a+50 )i momentem M . =360kNm ( w wyniku redukcji w przekroju wystgpuje
jeszcze sita pozioma W ale nie wywotuje ona naprgzen normalnych).

Naprezenia normalne w przekroju podstawy $ciany wyznaczymy ze wzoru:

N M,
o, =—-—

A U,
gdzie: A=a*1 oraz J, :1*a3/12.
Po stronie 1-1 na pewno wystapia napr¢zenia $ciskajace, po stronie 2-2 moga wystapic
naprezenia rozciagajace (na skutek dzialania momentu M ). Aby je wyzerowaC nalezy
wykonac¢ $ciang o grubosci a spetniajacej relacje:

Y,

(176 a+50)*10° 360*10°

2-2
° a a’ /12

X

(~a/2)=0 — a=337m.

Przyklad 14.5.5. Pomiary tensometryczne wykazaly, ze odksztatcenia liniowe we widknach
skrajnych 1-1 oraz 2-2 mimosrodowo rozciaganego preta stalowego o przekroju prostokatnym

wynosza , odpowiednio, 8)16_1 =8%107* i 8)%_2 =1*107*. Zaktadajac, ze modut Younga stali
E =205 GPa wyznaczy¢ wartos$ci sity P oraz mimosrodu e.

ol 7
! — ! p
Z AZ # f T i Y
S € 80 o7 wymiary w cm
X t L
2 g2 2 —» 15
Rozwiqzanie

Naprezenia normalne we wtdknach skrajnych wynosza:

o' =Ee ! =205%10° #8%107* =164 MPa,

X

o2 =EeX? =205%10" #1*107* =20.5 MPa,

W analizowanym przypadku wystgpuje mimosrodowe rozciaganie na mimosrodzie e
wzgledem osi Y lub, inaczej osiowe rozciaganie sita N = P oraz zginanie wzglgdem osi Y
momentem M , = Pe.

Poniewaz mamy wyznaczone naprezenia we wildknach skrajnych to mozemy zastosowac
WZOory:
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+£=£+ﬁ, ol =
w, A Wy

O =

X

-1 _N
A

> | =

M, _P
W, A

Pe
W)’

_1.5%82%107°

Podstawiajac do nich A=8*1.5%107" =12*107" m* i W, =16*107 m’,

otrzymujemy uktad réwnan z ktérego mozemy wyznaczy¢ poszukiwane wartosci P oraz e :

164100 =— & — Pe_6
12*},0 16*}}2 — P=110.70%10° N, ¢=1.04*10" m.
20.5%10% =

12%10™* 16*10°

Przyktad 14.5.6. Wyznaczy¢ rdzen przekroju dla prostokata.

A 2
Rozwiqzanie T
2 Jy br/12 R? W2l o1
YA T e 2 I N
h/3 >
o _J. _hb12_b T 12\Vy
T A b 127 W21
L b3
1 1
«b/2%<b/2¥
2
Punkty krzywej rdzeniowe;j:
oS obojetna 1-1
yl > YNNI a, - ’ 2l L a, “n2 6 .
oS obojetna 2-2
b i b b n
2 Ty Yn2 a,, —b/2 6 22 ) N2 a, - :
Pozostale punkty symetrycznie.
Przyktad 14.5.7. Wyznaczy¢ rdzen przekroju dla tréjkata. 2. A p
Rozwiqzanie _
l_2:.ly :bh3/36:ﬁ T
YA bh/2 18’ 2h/3

s

2 :hb3/48 b

l 1
A bh/2 247 A >
/ h/3/ ZLA; \
1Y 1

Punkty krzywej rdzeniowe;j: IR
“b/2—we b2

oS obojetna 1-1
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_ __ 'z _
Ay =, Yn1 = =

yl

os obojetna 2-2

— — <
Ay =7 IYn2 =77 =

b ii b4 b 2h

5 a - ANy T ——
3 a, b3 8 2oy e

Pozostale punkty symetrycznie.
Przyklad 14.5.8. Wyznaczy¢ rdzen dla podanego przekroju.
Rozwiqzanie

Osie symetrii (Y, Z) sa osiami gtéwnymi centralnymi. -

iP _ b4 _h iy 1’18 _h

—h3 6

\% 60 cm % 60 cm %\

__h2/18: h

0

A=2%60% =72%10 cm?, T
4 4 60 cm
Jy 20 58 is12410% em,
12 12
4
J, =2 0 _516%10* cm,
12
60 cm
J *10%
if, :_y:1512—1(2)221()() cm?, l
A 72%10 =2
J #10*
2 =te Z 200 500 2 )
A 72%10
Punkty krzywej rdzeniowe;j:
os$ obojetna /-1
.2
aj =60~/2 = 84.85 cm, Y1 :_L:—ﬂ=—3.54 cm,
a,  84.85
.2
i 2100
a., =—6072 =—84.85 cm, 7y =———-— =24.75 cm.
d M . —84.85
os obojetna 2-2
i2 300
a,, =6052/2=42.43 cm, y,, =——=--—"-—=-7.07 cm,
a, 4243
.2
i 2100
a,p =, N2 :_L:——:O.

Pozostale punkty symetrycznie.
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Przyklad 13.5.9. Wyznaczy¢ rdzen dla pétkola.

A7
Rozwiqzanie 2
3 3
Jy _0.11r* _0.11%30* )
2y : 2
ii=—= = =63.03cm”",
A 2 230°)2 ﬁ \ 1Z-27 cm
Y
4 4 4r/3n =12.73
i2 :Q:”rz/gz’”oz/gzzzs.oo em?. | / 3 v, o
A zr?2 730%)2
Punkty krzywej rdzeniowej +r=30cm >rer =30 cm AZ
oS obojetna 1-1
.2 —
i 225.00
Ay =, Yy === =0,
ay oo
2
N
a,=—4r/3x=-4%30/37=-12.73cm, 7z, =———-— 63.03 =4.95cm.
a, —12.73
oS obojetna 2-2
2
a,, =r =30.00cm,  yy, == =220 _ 7 50¢m,
a, 3000
2
L 63.03
A, =00, Zy,=———=-—""=0.
a, oo
os obojetna 3-3
2
I 225.00
Ayy =0, Yyy =———=- =0
a, oo
2
4 4% i :
a,=r-——=30- 30 =17.27cm, zy, — b B0 asem
3z 3z a,, 17.27

Krzywa rdzeniowa migdzy punktami 2 i 3 nie jest prosta (jest potowa elipsy) gdyz od osi
obojetnej 2-2 do osi 3-3 przechodzimy ze stycznymi do brzegu w punktach styczno$ci
zmieniajacymi zmieniajacymi na nim swe potozenie.

Przyktad 14.5.10. Wyznaczy¢ rdzen dla podanego przekroju.

A

0.120

|
<

wymiary w m

|¢— 0.060 —dle———0.120 ————»|
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Rozwiqzanie

l«—0.065 —»|

wymiary w m

f‘l'
N
\ 4

1 Yo 2
140.03%40.03 >4 0.04 Me—008—»

Charakterystyki geometryczne przekroju

Pole powierzchni i srodek cigzkosci

A =0.12%0.06 + 0.5%0.12*0.12 = 144*10™* m?,

Sy0 = 0.12%0.06%0.06 + 0.5%0.12%0.120%0.04 = 720%10° m’,
S., = 0.12%0.06*0.03 + 0.5%0.12*0.12%0.10 = 936*10° m’,
Yo =Sz /A = 936%10°/144%10* = 0.065 m.

Zo = Syo /A = 720%10°%/144%10* = 0.050 m.

Momenty bezwladnosci wzgledem osi centralnych

Jye = 0.06%0.12°/12 +0.12%0.06%0.01% + 0.12*0.12°/36 +
0.5%0.12#0.12*(-0.01%) = 1584*10°° m?*,
Joe = 0.12%0.06°/12 +0.12%0.06*(-0.035)* + 0.12*0.12%/36 +
0.5%0.12#0.12*0.035 = 2556*10° m*,
Jyeze = 0.12%0.06%(-0.035)%0.01 - 0.12*0.12%/72 +
0.5%0.12%0.12%0.035*(-0.01) = -792%10® m*.

Osie gléwne centralne 1 momenty bezwladnosci wzgledem tych osi

2
gt (e e _1584%107° 425564107
1,2 — 9 - 2 + yeze T > -

1078 — 108 2
\/(1584 10 22556 10 ] H792%10°%)

Ji=J,=2999.23*%10"° m*; iP = J % =20.828*107* m?,

L =UJy=114077%10° m*; i} = J% =7.922%107 m’,
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J _
tga, =——= 792 =1.7869 - a; =60.77",
J..—J, 2556-2999.23
J _
tga, =——= 792 =-0.5596 - a, =—29.23".
J.—J, 2556-1140.77
Sprawdzenia:

Jye+Je=J,+J,; (2556 + 1584)%10° = (1140.77 + 2999.23)*10™ m*,
| o, [+] o, | =29.23° + 60.77° = 90°.

Wyznaczenie wspoétrzednych punktéw krzywej rdzeniowej

Rdzen definiowany jest w uktadzie osi gtéwnych centralnych (Y, Z), nalezy zatem wyznaczy¢
wspotrzedne punktéw jego konturu w tym uktadzie.

Wygodnie jest wyznaczy¢ je korzystajac z macierzy przej$cia od uktadu osi centralnych

(Y., Z;) do uktadu osi gtéwnych centralnych (Y, Z).

¥\ (cos(-29.23°), sin(-29.23°)\( 'y, (0.8726, —0.4884)(y,

z)  cos 60.77°,  sin60.77° )\ z, ) | 0.4884, 0.8726 /| z,
Wyznaczone w ten spos6b wspétrzedne punktdw konturu przekroju podane sa w tabelce
ponizej:

Wsp6trzedne Punkty
[10%m] 1 2 3 4
Ve -6.500 11.500 -0.500 -6.500
Ze -5.000 -5.000 7.000 7.000
y -3.230 12.477 -3.855 -9.091
z -7.538 1.254 5.864 2.934

Dalej przy wyznaczaniu odcinkéw ay i a; , przez ktdre o$ obojgtna przechodzi na osiach
gléwnych centralnych bedziemy korzysta¢ z rownania prostej przez dwa punkty:
2 =2
2=z =—y-»)
Yo =N
os obojetna 1-2
1.254+7.538

_2AHI90 (1 13230%1072) > z=0.560y-5.730%10
12.477+3.230

7+7.538%1072 =

a,=10.232%107 m,  a,=-5.730%10" m,

—-20.828x*107*

: =1.383*107m.
10232107

_ —7.922%107*
=—2.035%10">m, Ty =
M2 _5730%1072

Ini2 =

os obojetna 2-3
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1—1.254%]102 = _>56471.254 (y—12.477*10‘2) —  z=-0.282y+4.776%107°
—3.855—12.477
a,=16.920%10"m, a, =4.776%107 m,
y _~20.828x*10 =1.231*¥10"m z _7.922%107 =1.659*10>m
N33 16.920%1072 ' ’ N2 776%1072 '
os obojetna 3-4
2 5.864%1072 = 203475.804 (y+3.855¥102) — £=0.560y+8.021%107

-9.091+3.855

a,=-14.334%107 m,  a,=8.021¥107 m,

-20.828x*107* S —7.922%107* ,
Yrsa = =1.453%10>m, Inna =t T = 0.988%10 72 m.
N34 _14.334%1072 N34 8.021%1072
oS obojetna 1-4
1=2.034%1072 = ZIOBT2I3 (g 015102) L L= _1.787y-13.309%107
~3.230+9.091

a,=—7.448*107 m,  a =-13.309*107 m,

—-20.828x*107™* —7.922%107*

—=2.796*10"m, Inal = -=0.595%10"m.
~7.448%10" T ~13.309%10"

YNa1 =

Wyznaczony rdzen pokazuje rysunek nizej.

4 3

zZ

wymiary w m

0.12

1 2
«—0.06— P 012 ¥
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