Adam Bodnar: Wytrzymato§¢ Materialéw. Proste zginanie

10. PROSTE ZGINANIE
10.1. Naprezenia i odksztalcenia

Proste zginanie pr¢ta pryzmatycznego wystepuje wowczas gdy uklad sit zewnegtrznych po
jednej stronie jego przekroju poprzecznego redukuje si¢ do momentu (pary sil), ktérego
plaszczyzna dziatania jest prostopadta do ptaszczyzny przekroju, a wektor jest rownoleglty do

jednej z gtéwnych centralnych osi bezwiadnosci przekroju poprzecznego. Moment ten M
nazywamy momentem zginajacym. Naszym zadaniem begdzie wyznaczenie macierzy
naprezen i odksztatcen oraz wspotrzednych wektora przemieszczenia w dowolnym punkcie
takiego preta.

Rozwazmy wigc, pokazany na rys. 10.1 pret pryzmatyczny o polu przekroju poprzecznego A
okreslony w uktadzie osi (X, Y ,Z) w ktérym o§ X jest osig prgta a osie (Y, Z) sa gtdwnymi
centralnymi osiami bezwtadnosci jego przekroju poprzecznego. W rozwazanym przypadku
wystgpuje proste zginanie w plaszczyznie (X, Z) a wektor momentu zginajacego jest
rownolegly do osi Y i dlatego na rysunku moment ten jest nazwany M,. Material preta jest
izotropowy, liniowo spr¢zysty o stalych materialowych E oraz v.

aZ v(1,0,0) 2z
Y 4+
A%
M,
A
D Rys. 10.1 D

Postawione zadanie rozwigzemy postgpujac analogicznie jak w przypadku osiowego
rozciagania. Po dokonaniu myslowego przekroju preta na dwie czesci, odrzuceniu czesci /7 i
przytozeniu do czgSci I ukladu sit wewngtrznych rozwazymy trzy komplety rownan, tzn.
rOwnania rownowagi, geometryczne i fizyczne.

Réwnania réwnowagi wynikajace z twierdzenia o rOwnowaznosci odpowiednich uktadu sit
wewnetrznych i zewngtrznych w tym przypadku przyjma postac:

[[o.aa =0, [[z,da=0, [[z da=0,
A A A

[[Cryetroy)aa =0, [[o,zaa =M, [[-o, yda=0. &b
A A A

Réwnania geometryczne beda wynikiem analizy deformacji preta po przylozeniu obciazen.
Obraz deformacji zginanego preta przypuszczony w oparciu o przyjete zatozenia odno$nie
wlasnos$ci jego materiatu i hipoteze ptaskich przekrojéw Bernoulliego pokazuje rys. 10.2.
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konfiguracja konfiguracja
poczqtkowa aktualna
aZ
XL
le— x —sle ] dx warstwa obojetna
Rys. 10.2

Analizujac przypuszczony obraz deformacji preta po przytozeniu obciazen przyjmiemy, ze:

e przekroje plaskie 1 prostopadite do osi preta przed przylozeniem obciazenia pozostaty
ptaskie i1 prostopadte do osi preta po deformacii,

e odksztalcenia katowe wtdkien réwnoleglych do osi uktadu odniesienia sa réwne zero,

® odksztalcenia liniowe zwiazane sg zaleznoscia: €, =€, =—VE,,

e gérne widkna ulegly wydtuzeniu, a dolne skrdceniu, istnieje warstwa wtdkien - warstwa
obojetna, ktérych dlugo$¢ nie ulegta zmianie, cho¢ przyjety forme krzywoliniowa o
stalym promieniu krzywizny o, i w konfiguracji poczatkowej widkna te lezaty na
ptaszczyznie (X, Y).

W celu wyznaczenia odksztalcenia liniowego &,
D rozwazmy deformacj¢ odcinka prgta o dowolnie
77 )i matej dlugosci dx przed przylozeniem obciazen

v (rys. 10.3). Po przylozeniu obciazenia przekroje
skrajne obroca si¢ 1 utworza dowolnie maty kat de.
Jesli p  jest promieniem krzywizny warstwy
obojetnej to odksztatcenia liniowe &£, widkien

warstwa

obojetna p odlegtych o z od warstwy oboje¢tnej wynosza:

, o lm Ady_ lim (p+z2)dp—pde _ z
Y dx—0de dp—0 pdo Yo,

Rys. 9.3

Tak wigc r6wnania geometryczne maja postac:

Yo=0, 7,=0, 7,=0.

Napre¢zenia wyznaczymy korzystajac z rownan Hooke’a.
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E
X 8x+
1+v 1-2v

(sx +E€, +€Z)} — o,=F¢,

o,=——|€&,+ E tE +E - o0,=0

Yol Y 1—2v(x Y Z)} Y
el

o,=——|€,+ E.t+E, +E - o0,=0

Colvv| C 1—2v(x ! Z)} ¢

Ty :nyy - T, =0; TyzszyZ - Z'yz=0; 7,.=Gy, — 7,.=0

Nalezy teraz sprawdzi¢ czy wyprowadzone w oparciu o obserwacje deformacji preta
naprgzenia spetniaja rownania rownowagi (10.1) 1 zwiaza¢ naprgzenia z obciazeniami, ktore
redukuja si¢ tylko do momentu zginajacego.

Zerowanie si¢ naprgzen stycznych powoduje, ze rOwnania drugie, trzecie 1 czwarte sa
spetnione. Sprawdzamy pierwsze rOwnanie:

J;;[O'di=0 - .[;[ngdA:O - %.[;[sz:O

jest ono spelnione bo catka przedstawia moment statyczny wzgledem osi Y przekroju
poprzecznego, a oS ta jest jego osia centralna.

Roéwnanie szoste:

[[-o.yaa=0 — —%”yu%zo
A A

jest spetnione bo osie (Y, Z) sa gtéwnymi osiami bezwladnosci przekroju poprzecznego, wigc
catka w powyzszym réwnaniu, przedstawiajaca moment dewiacji przekroju wzgledem tych

osi jest rOwna zero.

Sprawdzenie rownania piatego:

£Iaxsz:M}, — L%zsz:M}, - %_&IZZCJA:M}'

daje zalezno$¢ migdzy krzywizna osi zdeformowanego preta i momentem zginajacym:

y

1 M,
p EJ

, (10.2)
y
co pozwala napisa¢ zwiazki wigzace moment zginajacy z odksztalceniem liniowym i
naprgzeniem normalnym:

e =—27 (10.3)
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o.=—>2 (10.4)

Ostatecznie wigc macierze naprezen i odksztalcen przy prostym zginaniu w ptaszczyznie
(X, Z) lub, inaczej mOwiac przy prostym zginaniu wzgledem osi ¥ maja postac:

M,
M z 0 0
—z 0 0 EJ,
Iy M,
T.=| 0 0 0| T.=| 0 —vE;z 0 (10.5)
0 0 0 Y u
0 0 —v—>7
EJ

9.2. Analiza stanu naprezenia i odksztalcenia

W precie poddanym prostemu zginaniu wystgpuje jednoosiowy niejednorodny stan
naprgzenia scharakteryzowany jednym tylko naprgzeniem normalnym o, ktére zalezy
liniowo od wspoétrzednej z punktu, w ktérym obliczamy naprgzenia.

Wzér (10.4) dowodzi, ze konce wektoréw naprgzenia o, leza na plaszczyznie, ktéra mozemy
nazwa¢ plaszczyzna naprgzenia. Krawedz przecigcia si¢ plaszczyzny napr¢zenia  z
ptaszczyzna przekroju poprzecznego nazywac begdziemy osia obojetna, gdyz jest ona
miejscem geometrycznym punktéw, w ktérych wartosci naprezen normalnych spetniaja
rOwnanie:

o,=0

Podstawienie do niego zaleznosci (10.4) daje rownanie osi obojetnej dla przypadku prostego
zginania w plaszczyznie (X, Z):

z=0,

co pokazuje, ze w rozwazanym przypadku napr¢zenia zeruja si¢ w punktach lezacych na osi
Y, to jest tej gléwnej centralnej osi bezwtadnosci przekroju poprzecznego do ktorej
rownolegly jest wektor momentu zginajacego. Zatem 0$ obojgtna przy prostym zginaniu
pokrywa si¢ z kierunkiem wektora momentu zginajacego i jej polozenie nie zalezy od
wartosci momentu zginajacego.

Najwigksze co do bezwzglednej wartosci naprezenia wystapia w punktach najodleglejszych
od osi oboj¢tnej 1 maja wartosc:

M, M,
max| O-x| = —'max| z| =—, (10.6)
J, W,
: Jy : : - :
gdzie: W = | | - wskaznik wytrzymato$ci przy zginaniu wzgledem osi Y.
max| z

Uktad (rozktad) sit wewngtrznych w przekroju poprzecznym preta pokazuje rys. 10.4.
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Rys. 10.4

Poniewaz warto$ci napr¢zen normalnych w tym przypadku nie zaleza od wspétrzednej y to
ich rozktad mozna rysowa¢ w ptaszczyznie y = 0, jak to zostato pokazane na rys. 10.5.

Za M, Z,4 M,
Gx:J_hg O-x: T hg

y y

X X

> ] >

M M
Gx:J_yhd —@ Gx:_) hd

y Jy

Rys. 9.5

Naprgzenie normalne o, jest rOwnoczesnie naprezeniem giéwnym w danym punkcie, a dwa

pozostale naprezenia gtéwne sa rowne zeru 1 ich kierunki to jakiekolwiek dwa prostopadte do
siebie i rownoczesnie prostopadie do osi preta.

Ekstremalne naprezenia styczne wystepuja w przekrojach nachylonych pod katem 45  do osi
preta i réwnaja si¢ potowie naprezen normalnych w danym punkcie przekroju poprzecznego.
Stan odksztalcenia jest tez niejednorodny ale tréjosiowy. Odksztatcenia liniowe w kierunku
rownolegtym do osi preta sa odksztalceniami gtownymi. Pozostate dwa odksztalcenia gtéwne
sq sobie réwne a ich kierunki to jakiekolwiek dwa prostopadie do siebie i rOwnocze$nie
prostopadte do osi preta.

Na zakonczenie warto zwrdci¢ uwage, ze znaki w wyprowadzonych wzorach obowiazuja
przy przyjetych zwrotach osi uktadu odniesienia i wektora momentu gnacego. W przypadku
innych zwrotéw nalezy we wzorach uwzgledni¢ korektg znakow.

10.3. Energia sprezysta preta zginanego

Podstawienie wyrazen okreslajacych elementy macierzy naprg¢zen do wzordéw (8.18) pozwala
na wyznaczenie ggstosci energii sprezystej 1 energii sprezystej dla rozwazanego przypadku
zginania prostego preta w ptaszczyznie (X, Z):

2
M
¢:L —}Z ,
2E Jy
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1 stad energia sprezysta takiego preta o dlugosci [ wynosi:

2 2

10.4. Wymiarowanie pretow zginanych

Ograniczymy si¢ teraz tylko do wymiarowania ze wzglgdu na stan graniczny nosnosci
przyjmujac, ze bedzie on osiagnigty jesli przynajmniej w jednym punkcie warto$¢ naprezen
normalnych bgdzie réwna wytrzymatosci obliczeniowe;.

Jesli materiat preta ma rézna wytrzymatos¢ obliczeniowa przy rozciaganiu R, i1 $ciskaniu R, ,
to warunki wymiarowania przyjma postac:

M, ) M,
max o, =—max|zr|SRr 1 max‘O'xc =—max|zc|SRc,
Jy Jy
gdzie:
max o, 1 max‘o*xc - najwigksze naprgzenia rozciagajace i Sciskajace w przekroju
poprzecznym,
max|zr| i max|zc| - odleglosci od osi obojetnej skrajnych punktéw przekroju

poprzecznego, odpowiednio, rozciaganych i $ciskanych.
W przypadku materiatu o tej samej wytrzymatosci obliczeniowej przy rozciaganiu i $ciskaniu
rownej R (material izonomiczny), warunek wymiarowania bedzie jeden:

_ My <
max|0'x|— W <R,
y

J,
max| Z|

gdzie: W = - wskaznik wytrzymatos$ci przy zginaniu wzgledem osi Y.

10.5. Proste zginanie w plaszczyznie (X, Y)
Ten przypadek prostego zginania pokazany zostat na rys. 10.6.

Z
Y

] M.
A O

Rys. 10.6

Postepujac analogicznie jak w przypadku prostego zginania w plaszczyznie (X, Z) otrzymamy
nastgpujace macierze naprezen i odksztalcen:
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M - 0
Jzy 0 0 EJZy
: M
T=| 0 0 0 T= 0 -v—=ty 0 : (10.8)
0 0 0 :
0 0 M.
EJ

Zaleznos¢ wiazaca krzywizng osi preta po deformacji z momentem zginajacym, geometria
preta i jego modutem Younga ma postac:

M
%: EJZ . (10.9)

Osia obojetna w tym przypadku jest o§ Z, a najwigksze co do bezwzglednej wartosci
napre¢zenia, ktére wystapia we widknach najodleglejszych od osi obojgtnej, maja wielkos¢:

M M

max| O-x| =—= max| y| =—= (10.10)
JZ WZ

gdzie: W_= Z| | - wskaznik wytrzymatosci przy zginaniu wzglgdem osi Z.
max|y

Rozktad napr¢zen normalnych o, w przekroju poprzecznym pokazuje rys. 10.7.

oS obojetna

10.6. Przyklady

Przyklad 10.6.1. Wyznaczy¢ rozktad napr¢zen normalnych o, w przekroju a—a i fS-f

belki prostokatnej o wymiarach przekroju bxh = 0.12x0.24 m obciazonej momentami jak na
rysunku.
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. 7 Rozwiqzanie

z M, =50 KNm Y Momenty dziataja w

Y 05‘ n B T Y plaszczyznie (X, Z), mozna wigc

C > YN | D 0.24m » powiedzie¢, ze  wystepuje
=X a‘ IB‘ i zginanie wzgledem osi Y.

My =30 kNm M3 =20 kNm ] Wyznaczenie jej potozenia jest

012 m fatwe, przechodzi przez $rodek
' ciezko$ci  prostokata i  jest
prostopadta do osi Z. Wykonanie

o
ok M wykresu momentéw zginajacych
= kN;n pozwala na wyznaczenie
warto$ci momentow zginajacych

w zadanych przekrojach o—a 1
BB
Rzedne wykresu momentéw umieszczone sa po stronie wtokien rozciaganych.
Wartosci charakterystyk geometrycznych przekroju poprzecznego belki sa réwne:
3 %943 2 %742
_ bh _12%24 13824 cm’, W, _bh” _12%24

N V) 12 | 6

Rozktad naprezen normalnych o, w przekroju o~

=1152cm’

Wykres momentéw pokazuje, ze w tym przekroju rozciagane sa wtokna dolne i moment
zginajacy w rozwazanym przekroju ma zwrot pokazany na ponizszym rysunku.

A7 AZ
o 26.04
I8) —|4> R _
| Y « X o,
M,“*=30kNm | > )% | MPa
@ Mya—a

26.04

Przy takim momencie zginajacym i przyjetych zwrotach uktadu wspétrzednych w punktach
przekroju poprzecznego o dodatnich wspétrzednych z (wtdkna gérne) wystepuja naprezenia
Sciskajace i stad rozktad naprg¢zen normalnych w tym przekroju okresla wzor:

a—a
M°
o, =— z.
J

y

Wartosci naprezen we witdknach gérnych i dolnych wynosza:

% 3 * 3
O-xg :—LOS 012:—2604MP3, O, :—Lo_g
13824*10~ 13824*10
Poniewaz sa to widkna skrajne to liczac w nich naprg¢zenia mozemy wykorzysta¢ wskaznik
wytrzymatosci:

(-0.12)=26.04 MPa.

M %103 M« %103
Gy = te e 20T 604 MPa, 0,y =t =0 26,04 MPa.
W, 1152*10™ w, 1152*10

Rozktad naprezen pokazuje rysunek wyzej.
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Rozktad naprezen normalnych o, w przekroju f—f3

W tym przekroju rozciagane sa widkna gérne i moment zginajacy ma zwrot pokazany na
ponizszym rysunku.

Z
S I “ 0 1736
(‘Cf% — JR— -
‘ D Y © x
- _ | \ > Ox
M,##=20 kNm ¢ | Mpa
Sl
y

17.36

W tym przypadku w punktach przekroju poprzecznego o dodatnich wspétrzednych z (wtdkna
gbrne) wystgpuja naprezenia rozciagajace (dodatnie wg umowy znakowania naprgzen
normalnych) i dlatego rozklad naprezen normalnych w przekroju wyznacza zaleznos¢:

BB
* J

y

o

<.

Wartosci naprezen we witdknach gérnych i dolnych sa réwne:

%103 #1073
O =20—1080.12=17.36 MPa, o, =2O—108(— 0.12)=-17.36 MPa,
13824 %10~ 1382410~
lub
Mﬁ—ﬂ ®103 Mﬁ—ﬂ %103
O =——= 20710 -=1736MPa, 0,,=——=~- 20710 ~=-17.36 MPa,
W, 1152%10° W, 1152%10~

Rozktad naprezen pokazuje rysunek wyzej.

Przyktad 10.6.2. Wyznaczy¢ wymiar a przekroju podanej belki z warunku granicznego
nos$nosci jesli wytrzymato$¢ obliczeniowa materiatu przy rozciaganiu R, = 60 MPa, a przy
sciskaniu R, = 180 MPa. Po okresleniu przekroju wyznaczy¢ rozktad napr¢zen normalnych

o,. TZ

A
2a J
zZ M =120 kNm f
Y
4a

v ~

<y

> Yn

»
| 4

1.5a |« g [« .54

Rozwiqzanie

Wystepuje przypadek prostego zginania w plaszczyznie (X, Z). Nalezy zacza¢ od
wyznaczenia polozenia osi zginania i zarazem osi oboj¢tnej; bedzie to gtdwna centralna os
bezwladnos$ci przekroju poprzecznego do ktoérej réwnolegly jest wektor momentu
zginajacego. W rozwazanym przypadku begdzie to o$ Y.

Wyznaczenie osi obojetne;:

pole przekroju: A = 1247,

116



Adam Bodnar: Wytrzymato$§¢ Materialéw. Proste zginanie

moment statyczny wzgledem osi Yy, S yo = 4a’ *2a +8a* *5a = 48a° ,

. . . . . Syo 48 a 3
potozenie osi zginania: z, = = > =4a.
A 12a
* 3 * 3
Moment bezwtadnosci wzglgdem osi zginania: J, = 4a*(2a) +4 (4a) =324"

3 3
Gorne widkna belki sa rozciagane a dolne $ciskane.
Potrzebny wymiar a ze wzgledu na:

£103
* rozciaganie —2a<R, M2a360*106 — a,250%107m
y 32a
M, *103
e ciskanie @ —24a<R, — 123()2—T4a£180*106 — a, 24.4*%107m
a

¥

nalezy przyja¢ a=max(a,,a, ). Przyjgto do wykonania a = 5.0 cm.
J,=32%5%=2*10"cm

Wartosci naprezen normalnych wynosza:

M £103 120*10°
o,=—>z - o, :MOJO%QOMP& O :0—(1(— 0.20) = —120.0 MPa,
y 2*10° 2*10°
ich rozktad pokazano nize;.
A Z A Z
& ——~ 60
10 Y X +
t ol 1)
Ox
M, =120 kNm
20 : My =120kNm 7 MPa
FL | L 1 120

7.5 l«>5 [« 75

‘ wymiary w cm ‘

Przyklad 10.6.3. Zmierzone tensometrem elektrooporowym odksztalcenia liniowe dolnych
wiokien belki zginanej jak na rysunku wynosza: €, =0.0004 . Wyznaczy¢ warto$¢ momentu
zginajacego M oraz rozklad naprgzen normalnych w przekroju poprzecznym belki jesli modut
Younga jej materiatu E = 205 GPa. T 7

Z M
Y

)

Y
—» ‘ wymiary w cm

Pl ple—5 —>

>3] 93 e

Rozwiqzanie
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Belka jest zginana w ptaszczyznie (X, Z). Jej gérne witdkna sa Sciskane, wigc w przyjetym
uktadzie wspoétrzednych, rozktad naprezen normalnych w przekroju poprzecznym okresla
zaleznos¢ :
Y, (a)
o, =——2Z. a
J

y

Wyznaczenie potozenia osi zginania Y: f Z
pole przekroju:
A=15%24-9%9%6=319.50 cm’,
moment statyczny wzgledem osi Y.
Sy, =15%24%12-0.5%9%9%6 =4077.00 cm’,
polozenie osi zginania:

Sy  4077.0
Zg = =

A 3195

wle—o e
=
e

LNy

=12.761cm. 2
3|93 |

Moment bezwtadnosci wzgledem osi zginania:
_15%24° 4.5%9°

y

+15%24%0.761% =2 +0.5%4.5%9% (12.761—6)2} =15454.933 cm*.

Wyznaczone na podstawie zmierzonych odksztalcen naprezenia normalne w dolnych
witoknach belki sa rowne:

o,,=Ee, =205% 10° #0.0004 = 82.00 MPa.
Naprezenia normalne we wtéknach dolnych obliczone ze wzoru (a) wynosza:

o, = M (12761%102),
15454.933%10"

i z poréwnania ich z wielkoscia naprezen otrzymanych na podstawie pomiaréw wyznaczamy
warto$¢ momentu zginajacego M:

~ M
15454.933*1078

Naprezenia normalne we wtéknach gérnych wynosza:

(-12.761%1072)=82.00%10° — M =99.311kNm.

*103
=DMy 53941072 = 72,200 MPa.

O =~ -8
15454.933*10

Rozktad naprgzen normalnych jest nizej pokazany.

? Z 72.22

T o

11.239 @
M

JL <44 Y; Ox

T MPa
12.761

i AN ®

82.00

>3 9 3 e

wymiary w cm
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Przykiad 10.6.4. Dwie drewniane belki prostokatne o wymiarach przekroju 0.12x0.20 m i1
0.12x0.10 m polozone na sobie obciazono momentem M = 40 kNm. Wyznaczy¢ rozktady
napr¢zeh normalnych o, w obu belkach przy zatozeniu braku tarcia migdzy nimi oraz w

przypadku ich potaczenia.

7 A
Ay B Y2
2 10 i > v ,
M R wymiary
C | > X D M 20 > ;5 wcm
Y;
AN 4 12 |«
Rozwiqzanie

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne, bo do wyznaczenia momentéw M, oraz
M, dziatajacych na poszczegdlne belki dysponujemy tylko jednym rownaniem momentow.
Brakujace réwnanie, rOwnanie geometryczne wynika z rownosci krzywizn obu belek.

Tak wigc komplet r6wnan przybiera postac:

M, +M,=M M, +M, =40%10
M _ M - M, _ M,
EJy, EJ, (0.12%0.20°/12)  (0.12%0.10%/12)

W wyniku jego rozwiazania otrzymujemy wielko$ci momentéw dziatajacych na poszczegdlne

belki:
M, =3556 kNm, M, =444 kNm

Wartosci naprezen we witdknach skrajnych belek niepotaczonych:

* 3
oc,=7F M, 5 3536 102 =¥ 44.45MPa
W, (0.12%0.20%/6)
M 44%10°
c,=F —2=7F 444 102 =F22.20 MPa
W,  (0.12%0.10%/6)

Wartosci naprgzen we widknach skrajnych belek potaczonych:

_40.0*10°
=+ 2
L (0.12%0.30%/6)
Rozktady naprezen normalnych pokazano nizej.

=+ 22.22 MPa.

Ox
MPa

22.20 22.22

<¢ M, M S
« M = «
1
+ +
44.45 22.22
belki belki
niepotqczone potaczone
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Przyktad 10.6.5. Obliczy¢ zmiang objgtosci AV, zginanego momentem M, preta o

dtugosci / i momencie bezwtadnosci J, wykonanego z materiatu o statych E oraz v.

Rozwiqzanie

Catkowita zmiang objgtosci AV preta zginanego otrzymamy catkujac po jego objetosci sume
odksztatcen liniowych na przekatnej gtdwnej macierzy odksztatcen:

(1-2v)M,

av=[[[le,+e,+e.)av = jdx”sz:O.

Zmiana objetosci jest rowna zero, gdyz catka j J-z dA =0, w powyzszym wyrazeniu bo to
A

y

moment statyczny wzgledem osi centralnej Y.
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