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8. ENERGIA SPREZYSTA

8.1. Podstawowe pojecia

Kazde cialo rzeczywiste pod dziataniem sit zewngtrznych doznaje deformacji, na ktérych sity
obciazajace wykonuja pewna prac¢ L. Praca ta w przypadku adiabatycznego procesu
termodynamicznego jest niezalezna od sposobu jej wykonania i réwna si¢ energii
wewnetrznej uktadu W, ). funkcji, ktérej przyrost w czasieAtr jest rdwny pracy

dostarczonej uktadowi w tym czasie:

L=W.

Powyzsza rowno$¢ wynika z I prawa termodynamiki dla proceséw adiabatycznych, tzn.
takich przy ktérych nie ma wymiany ciepta z otoczeniem albo, inaczej, takich, ze nie zachodzi
dyssypacja energii uktadu, co jest charakterystyczna cecha uktadu sprezystego.

Mozna dowie$¢, ze w przypadku ciala sprezystego i obciazen statycznych energia
wewnetrzna uktadu jest réwna energii potencjalnej W,, ktéra réwna si¢ pracy sif
wewnetrznych na odksztalceniach przez nie wywotanych i nazywana jest energia sprezysta
uktadu U:

L=W=W,=U.

Zatem:

energia sprezysta U to praca sil wewnetrznych na odksztalceniach przez nie
wywolanych.

Energia ta jest odwracalna, co znaczy, ze po usunigciu sit obcigzajacych zuzywa si¢ na
odzyskanie poczatkowej konfiguracji ciala i w nie napr¢zonym i nie odksztalconym stanie
uktadu jest rowna zeru .

Gestoscia energii sprezystej @ lub, inaczej, energia sprezysta wlasciwa nazywamy ilo$¢
energii sprezystej na jednostke objgtosci ciata. Stad:

Uzmcpdv, (8.1)
\%

gdzie: V jest objgtoscia ciata.

Dalej dla prostoty wzordw, tatwosci wyprowadzen i zapiséw, wprowadzimy wskaznikowy
zapis naprezen i odksztatcen. Jego istot¢ pokazuja macierze naprezen i odksztatcen nizej
zapisane w zapisie klasycznym i wskaznikowym:

uktad wspétrzednych (X, Y, 2) uktad wspétrzednych (X, Xz, X3)
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Obliczmy ile wynosi @ dla ciata o objgtosci V znajdujacego si¢ w rOwnowadze pod
dziataniem pewnego uktadu sit zewngtrznych. W wyniku obciazenia w kazdym punkcie tego
ciata powstaja stany napr¢zenia 1 odksztatcenia charakteryzowane poprzez macierze 7, 1

T,

P
Wyznaczmy wpierw dowolnie maly przyrost ggstosci energii spre¢zystej na dowolnie matych
przyrostach odksztatcen:

W réwnaniu (8.2) zastosowana zostala umowa sumacyjna Einsteina, ktéra méwi, ze:

jezeli w wyrazeniu wskaznikowym begdacym jednomianem wskazniki powtarzaja sig, to
nalezy dokona¢ sumowania po powtarzajacych si¢ wskaznikach do odpowiedniej
wymiarowosci obiektu. I tak np.:

a;b; = a,b, +a,b, +a,by; E; =& +EptE, =123

Réwnanie (8.2) mozna, wykorzystujac pojecie iloczynu skalarnego (poprawniej mowiac
iloczynu diadycznego ze zwgzeniem) tensorow, zapisa¢ w bardzo prostej formie:

dd =T,dT, (8.3)

Iloczyn skalarny tensorow otrzymujemy dodajac do siebie iloczyny jednoimiennych
elementow.
Pozwala to zapisa¢ gestos¢ energii sprezystej @ w postaci:

T€
@ = [T,dI, (8.4)
0

15.2. Energia sprezysta ciala Hooke’a

Dla ciata liniowo sprezystego zwiazek fizyczny mozemy zapisa¢ w formie:
T, =DT, (8.5)
gdzie: D — macierz (tensor) wspétczynnikéw materiatowych.
Po podstawieniu (8.5) do (8.4) i wykonaniu catkowania otrzymujemy:
¢ 1 1

@ = [DT,dr, = EDTf =TT, (8.6)
0

Wz6r (8.6) zapiszemy w innej postaci po dokonaniu rozktadu macierzy (tensoréw) naprezen i
odksztatcen na sume¢ odpowiednich aksjatorow i dewiatoréw.
T,=A,+D, 1 T,=A,+D, (8.7)

Przypomnimy, ze zwiazki fizyczne migdzy aksjatorami 1 dewiatorami naprgzen 1 odksztatcen
(wyprowadzilismy je formutujac III posta¢ prawa Hooke’a) mozna zapisa¢ w formie zwykle
nazywanej prawem zmiany objgtosci i prawem zmiany postaci:

A, =3KA, oraz D, =2GD, (8.8)
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E )
oraz 2G = —— to state materialowe.

gdzie: 3K =
1-2v I+v

Korzystajac ze wzoréw (8.7) otrzymujemy:
gb:%(AU+DU)(A8+D€):%AUA£+%DUD£ (8.9)

gdyz z bardzo tatwej analizy rachunkowej wynika, ze :
A,D,=0 oraz DjA, =0.

Mozemy zatem powiedzie¢, ze gestos¢ energii sprezystej stanowi sume

D=D, +P,, (8.10)
gdzie:

D, = %AO. A, - gestos¢ energii sprezystej zwiazanej ze zmiang objgtosci, (8.11)
D, = %DG D, - gestoS¢ energii sprezystej zwigzanej ze zmiang postaci. (8.12)
I analogicznie, energia sprezysta uktadu stanowi sume:

U=Uy,+U,;, (8.13)
gdzie:

Uy =@, dv, (8.14)

\%4

jest energia odksztalcenia objgtoSciowego 1 przedstawia prace sit zewngtrznych zuzyta na
zmiang jego objgtosci, a

U,=[@;av, (8.15)
Vv

jest energia odksztalcenia postaciowego i przedstawia prace sil zewngtrznych zuzyta na
zmiang postaci uktadu.

Wzory na odpowiednie gestosci energii sprezystej, wyrazone przez elementy macierzy
napre¢zen maja postac:

?, =%(ox +o,+0,)? (8.16)
! :16+_Ev[(6x _O-y)2+ (O-y _O-Z)z+ (O-Z _Gx)2+6(z-)%y +T)2*z +,z.22x)] (817)
@ :é[crf +0,+0° —2V(Gx6y +0,0, +crzax)+ 2(1+v) (Tfy +72 +Tz2x)]' (8.18)

Fatwo mozna stwierdzi¢, ze pochodne ggstosci energii sprezystej po elementach macierzy
naprezen réwnaja si¢ odpowiednim elementom macierzy odksztatcen.

Wyznaczymy przykiadowo:
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00 1 _ T IR O —o )=
_acrx __2E [2(7)C 21/(0'y o, )]—E[Gx 1/((7y crz) &,
> 1 204+v) T

dr, 2E 4wz, J- E TG v

Jest rzecza oczywista, ze korzystajac ze zwiazkéw fizycznych Hooke’a, mozemy wyrazic¢
gestosci energii sprezystej tylko poprzez elementy macierzy odksztatcen. Wéwczas pochodne
@ po elementach macierzy odksztalcen sa réwne odpowiednim elementom macierzy
naprezen.
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