Adam Bodnar: Wytrzymatos¢ Materialow. Teoria stanu odksztatcenia.

6. TEORIA STANU ODKSZTALCENIA

6.1. Wektor przemieszczenia liniowego. Odksztalcenia liniowe i katowe.

Kilkakrotnie juz byto powiedziane, ze przedmiotem naszych rozwazan jest ciato odksztatcal-
ne, tzn. takie, ktére pod dziataniem sit obciazajacych lub innych czynnikéw (np. cieplno-
wilgotno$ciowych) zmienia swoje ksztalty i wymiary. Oznacza to, ze punkty tego ciala moga
zmieniaja swoje polozenie w przestrzeni, przy czym, co wyraznie nalezy podkresli¢, bedzie
nas interesowa¢ zmiana polozenia punktow ciala powstata w wyniku jego deformacji, a nie

na skutek jego ruchu jako bryty sztywne;j.

konfiguracja
poczatkowa

konfiguracja
aktualna

Rys. 6.1

Wektor majacy poczatek w punkcie ciata nie
zdeformowanego (w konfiguracji poczatkowej), a
koniec w tym samym punkcie po deformacji (w
konfiguracji aktualnej) nazywac¢ bedziemy
wektorem przemieszczenia liniowego w tym
punkcie. Na rys. 6.1 jest to wektor
AA'=u+v+w.Poniewaz, w ogélnosci wektory
przemieszczenia liniowego w réznych punktach sa
rézne to mozemy powiedzie¢, ze przylozone
obciazenia generuja w bryle odksztatcalne;j
wektorowe pole przemieszczen, ktérego
wspolrzedne sg funkcjami potozenia punktu w
konfiguracji poczatkowej u=u(x, y,z),
v=v(x,y.z), w=wl(x,y,z).Taki opis deformacji
bryly nazywamy materialnym a wspotrzedne,
wspotrzednymi Lagrange’a.

Do oceny wielkosci zmian ksztattow 1 wymiarow bryly wygodnie jest zdefiniowa¢ pewne ich

miary - miary deformacji.

konfiguracja
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konfiguracja
aktualna

Rys. 6.2

W tym celu rozwazmy zachowanie si¢ dwodch
punktéw A i1 B ktére w konfiguracji poczatkowe;j
odlegte byty o /,, a po przylozeniu obcigzenia
dtugos¢ taczacego ich witdékna (linii materialnej)
zwigkszyta si¢ o Al (rys. 6.2).

Odksztatceniem liniowym w punkcie A w kierunku
punktu B nazywac bgdziemy:

£, = lim = 6.1)

Mozemy wigc powiedzie¢, ze odksztalceniem
liniowym w punkcie w wybranym kierunku
nazywamy wzgledny przyrost dtugosci widkna w
tym punkcie na skutek przylozonych obciazen.
Odksztatcenie liniowe, ktore odpowiada
wydtuzeniu wtékna uwazamy za dodatnie.
Odksztalcenie  liniowe  nazywane tez  sa
odksztatceniami podtuznymi.
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Jezeli rozwazymy dwa prostopadle widkna przechodzace przez wspdélny punkt O w
konfiguracji poczatkowej (rys. 6.2) to ich odksztalcenie katowe definiujemy jako:

= Ui CcOD-COD). 6.2
7COD C—>Olin£—>0( ) ( )
Zatem odksztalceniem katowym nazywaé bedziemy kat o jaki zmieni si¢ w wyniku
przytozonych obcigzen kat prosty migdzy dwoma witéknami przechodzacymi w konfiguracji
poczatkowej przez wsp6lny punkt.
Odksztatcenie katowe ktéremu odpowiada zmniejszenie si¢ kata prostego uwazamy za
dodatnie.
Odksztatcenie katowe nazywane tez sa odksztatceniami postaciowymi.

6.2. Stan odksztalcenia w punkcie

Stan odksztatcenia w punkcie to nieskonczony zbior odksztalcen liniowych i katowych
wszystkich witdkien przechodzacych przez ten punkt.

Mozna wyr6zni¢ trzy rodzaje stanu odksztalcenia w punkcie: jednoosiowy, plaski i
przestrzenny.

Sa one zwiazane z wymiarowo$cia modelu ciala, ktéry zostal przyjety do rozwazan i stad
jednoosiowy stan odksztatcenia nie znajduje teoretycznych i praktycznych zastosowan.

W tym miejscu warto podkresli¢ zasadnicze réznice migdzy pojeciami, ktére wystepuja w
teorii stanu odksztalcenia 1 napr¢zenia. W definicji odksztalcen wystgpuje punkt 1 okreslone
co do kierunku witékno przez niego przechodzace, a w definicji naprezenia wystepuje punkt i
ptaszczyzna o okreslonej normalnej przechodzaca przez ten punkt. Dlatego, mimo, ze jak si¢
p6zniej okaze identycznego matematycznego formalizmu w obliczeniach, nie wszystkie

cechy obu tych stanéw moga by¢ identycznie interpretowane i1 traktowane.

Méwimy, ze znamy stan odksztalcenia w analizowanej konstrukcji, jesli znamy stan
odksztatcenia w kazdym jej punkcie.

6.3. Macierz odksztalcen. Graficzny obraz macierzy odksztalcen

W dowolnie wybranym punkcie bryty mozemy definiowa¢ odksztatcenia liniowe i1 katowe w
dowolnych kierunkach, réwniez w kierunkach osi uktadu odniesienia. Odksztalcenia liniowe i
katowe w danym punkcie w kierunkach osi uktadu zapiszemy w postaci macierzy, ktora
nazywac bedziemy macierza odksztatcen:

1 1
€x E yxy E Yz
|1 1
T, = Ve & Sk (6.3)
1 1
E Vox E Yy €,
Tak wigc:

macierz odksztalcen w punkcie to uporzadkowany zbiér odksztalcen liniowych i
katowych trzech widkien przechodzacych przez ten punkt i rownoleglych do osi ukladu
odniesienia.

Macierz uporzadkowana jest w ten sposob, ze na przekatnej wystgpuja odksztatcenia liniowe
a poza przekatna potéwki odksztatcen katowych. Czytelna jest tez wymowa indekséw przy
odksztatceniach.

I'tak np. €, to odksztalcenie liniowe widkna rownolegtego do osi Z, a y,, to odksztatcenie

katowe wtdkien réwnolegtych do osi X'i Y.
Z definicji elementéw macierzy odksztalcen wynika jej symetria:
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yxy = 7/)*)( > 7xz = ;/zx > 7/yz = 7/zy (64)

Jak si¢ wkrétce przekonamy macierz odksztalcen w punkcie bedzie podstawa okre§lenia w
nim stanu odksztalcenia.

Graficzny obraz macierzy odksztalcen w punkcie mozna przedstawi¢ w postaci deformacji
przechodzacych przez ten punkt trzech wzajemnie do siebie prostopadtych widkien o
dowolnie  matych dlugosciach dx=dy=dz=1, ktére sa roéwnolegle do osi uktadu
wspotrzednych (rys. 6.3) .

Wszytkie pokazane na rys. 6.3 odksztalcenia sa dodatnie.

Rys. 6.3

6.4. Tensor odksztalcen. Odksztalcenia liniowe i katowe dowolnie zorientowanych
wlokien

Mozna dowie$¢, ze macierz odksztalcen jest tensorem drugiego rzedu (patrz np. S.Piechnik:
Wytrzymatos¢ Materiatéw. PWN 1978) co oznacza, ze jej elementy transformuja si¢ przy
zmianie uktadu odniesienia w pewien $cisle okreslony spos6b zwany prawem transformacji

tensora, oraz , z¢ w wyniku mnozenia jej przez jednostkowy wersor v(/,m,n) otrzymamy

pewien wektor ev(evx,evy,evz), ktéry mozemy nazwa¢ wektorem odksztalcenia' okrelony

zaleznosciami:
1 1
. Ex 5 ?/xy 5 Xz !
- - 1 1
ev=T,v — e, |= 5 Ve €y E}/yz m| . (6.5)
evz 1 1 n
E YV E ?/zy g,

' J.Wigckowski: Wytrzymato$é Materiatéw . Wydawnictwo Politechniki Gdanskiej, Gdansk 1975.
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I co wigcej, znajomo$¢ macierzy odksztatcen w
dowolnym punkcie O (tzn. znajomos¢
odksztatlcen liniowych 1 katowych trzech
wzajemnie prostopadtych witékien OA, OB i
OC pokazanych przyktadowo na rys. 6.4)
wystarcza do okreslenia odksztatcen liniowych
i katowych dowolnych widkien
przechodzacych przez ten punkt, bo wiasnosci
tensora pozwalaja napisa¢ ponizsze zaleznoSci:

£ l?’ : l?’
X 2 Xy ) Xz i
e = mn)| Sy, e, %yyz m, 6.6)
1 1 1 n
57@( 57@ 571
£ l}’ : l}’
X 2 Xy 2 X7 i
l?/g":(ll’ml’nl) l?’ € l?’ mi, (6.7)
2" 27 Yoot
1 1 1 n
57@( 57@ EVZ
3 l?’ : l?’
X 2 Xy 2 X7 i
L, mon) Ly e Ly ] 6.8)
2 vn 2, 182,182 2 yx y 2 ¥z
1 1 1 n
57@( 57@ 571

w ktorych: €,, 7,¢, 7,, to odksztatcenia liniowe i katowe trzech wzajemnie prostopadtych

widkien réwnolegtych do dowolnej ale ortogonalnej tréjki wersoréw v(i,m,n),E(l, ,m, ,n,)

77(12 » 1My ’”2)-
Dalsze rozwazania przeprowadzimy dla ptaskiej tarczy lezacej w plaszczyznie (X, Y) w ktorej
panuje ptaski stan odksztatcenia.

Wybierzmy w niej pokazane na rys. 6.5 dwa
prostopadte wiokna AB 1 AC przechodzace
przez wspdlny, dowolnie wybrany punkt A w
ktérym znana jest macierz odksztalcen:

1

Kierunki tych widkien sa rownolegte do dwojki
wersoréw  &(I,m) i 7(—m,I) nachylonych pod
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dowolnym katem a do osi uktadu (X, Y).

Odksztatcenie liniowe £, nachylonego pod katem « do osi X wi6kna AB, jak i odksztalcenia
katowe ¥, widkien CAB wyznaczymy korzystajac ze wzoréw (6.6) 1 (6.7):

1
&x Yy JJ
£, =(1,m) | 277 ( ):(ex l+% %‘ymj Z+G7yx l+0, mj m=¢,1’+¢, m2+2%7/xy Im,

m
Eyyx gy
£ ! ¥
xSl |
l?’a:(—ml) 27" =(€x l+l 7xymj (—m)+(17/yx l+ay mj =
2 1 e |lm 2 2
27}'}( y

y

=(€ —‘ex)lm+%7/xy(l2 —mz).

Jesli w powyzszych zwiazkach uwzglednimy, ze [=cosa, m=sina oraz zalezno$ci
trygonometryczne:

sin 2¢r = 2sinx cos &, cos2a=cosza—sin2a,
cos’ a = (I+cos2a)/2, sin’a=(l-cos2a)/2,

to odksztatcenia liniowe i katowe dowolnie zorientowanych wlokien wyrazone poprzez
wspotrzgne macierzy odksztatcen przedstawiajq si¢ nastgpujaco:

€x+€y+8x—€y 5 +1 - (6.10)
g, = cos 2+ — sin 2« , .

“ 2 2 2 /o

1 &, —Sy . 1

E Vo =— sin 2a+5 Yy COS202 . (6.11)

Zaleznosci te pokazuja, ze macierz odksztalcen w punkcie okresla w nim stan odksztatcenia,
gdyz pozwala na wyznaczenie odksztalcen liniowych i1 katowych dowolnych widkien
przechodzacych przez ten punkt.

Z réwnania (6.10) tatwo mozna zobaczyc¢, ze:

Eqt Eyrgy = Ex TE, codowodzi twierdzenia, ze suma odksztatcen liniowych dwdéch

prostopadtych wiékien przechodzacych przez dowolny punkt jest wielkoscia stata, tzn. nie
zalezy od uktadu odniesienia. Bardziej formalnie mozemy powiedzie¢, ze suma odksztalcen
na przekatnej gtdwnej macierzy odksztatcen jest niezmiennikiem. Twierdzenie to jest rOwniez
prawdziwe w przypadku przestrzennego stanu odksztatcenia.

6.5. Ekstremalne odksztalcenia liniowe i katowe

Pozostaniemy przy analizie stanu odksztatcenia ptaskiej tarczy. Zaleznosci (6.10) 1 (6.11)
pokazuja, ze znajomos$¢ macierzy odksztalcen w dowolnym jej punkcie pozwala wyznaczy¢
wartos$ci odksztalcen liniowych 1 katowych dowolnie zorientowanych widkien przezen
przechodzacych. W tej sytuacji naturalne jest postawienie dwoch waznych zagadnien:

® wyznaczy¢ widkna ktorych odksztalcenia liniowe sa ekstremalne 1 wyliczy¢ wartosci tych
odksztatcen liniowych,

® wyznaczy¢ widkna ktorych odksztalcenia katowe sa ekstremalne 1 wyliczy¢ wartosSci tych
odksztatcen katowych.
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Przy rozwiazaniu tych zagadnien wykorzystamy formalna analogi¢ wzoréw (5.3)1 (5.4) w
ptaskim stanie naprgzenia oraz wzoroéw (6.10) 1 (6.11) w plaskim stanie odksztalcenia:

1 1
Oy D& Ty Ve O &, Oy &, Ty Yy

Korzystajac z tej analogii mozemy powiedzie¢, ze: w kazdym punkcie ciata w ktérym panuje
ptaski stan odksztalcenia mozna wyr6zni¢ dwa do siebie prostopadie widkna ktérych
odksztalcenia katowe sa rowne zero a odksztatcenia liniowe sa ekstremalne. Kierunki tych
widkien nazywamy kierunkami odksztatcen gtéwnych. Zatem:

odksztalcenia gtlowne w danym punkcie to ekstremalne wartosci odksztalcen liniowych
w nim wystepujacych. Sa to odksztalcenia liniowe dwéch do siebie prostopadiych
wlokien ktorych odksztalcenia katowe sa rowne zero.

Wartosci odksztatcen gtéwnych 1 ich kierunki okreslaja wzory:

(6.12)
2 2
e —g =€x+€y B 8x_€y N 17
min 2 7 7 7 Xy
tga, =tga = e g, =1ga, = e (6.13)
max — | ( j’ min — 2 = .
2 Sy_gmax 2 Sy_gmin

Ekstremalne odksztatcenia katowe wynosza:

2 2
1 £~ €&y 1 Epmax — Enmi
Sy o= y| =y | =Zmex " Cmin 6.14
2 Y max \/ ( 2 ] (2 7@} 2 ( )

l}/ _ gx—gy 2+ l}/ 2 __gmax_gmin
2 7m 2 27 2

a kierunki widkien ktére ich doznaja potowia katy migdzy kierunkami odksztatcen giéwnych.
Widkna ktorych odksztalcenia katowe sa ekstremalne polowia katy migdzy widknami
odksztatcen gtéwnych.

Kota Mohra dla stanu odksztatcenia sa analogiczne jak dla stanu napr¢zenia (rys. 6.6).

A1
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Na koniec powiemy, ze w przypadku przestrzennych stanéw odksztalcenia sa trzy wzajemnie
prostopadte witokna ktérych odksztalcenia katowe si¢ zeruja a odksztalcenia liniowe sa
ekstremalne (odksztatcenia gléwne). Widkna ktérych odksztalcenia katowe sa ekstremalne
potowia katy miedzy wiéknami odksztatcen gléwnych.

6.4. Réwnania geometryczne

Jest rzecza oczywista, ze miedzy przemieszczeniami i odksztalceniami musza istnie¢
zaleznosci, nazwiemy je rGwnaniami geometrycznymi.

W celu ich wyprowadzenia rozwazmy w bryle w konfiguracji poczatkowej trzy dowolnie
mate, wzajemnie protopadie i réwnolegle do osi uktadu widkna przechodzace przez dowolnie
wybrany punkt A (rys. 6.7).

u
«—ut—dx —» x

0x

Rys. 6.7

Rozwazymy wpierw deformacje widkien lezacych w plaszczyznie (X, Y). Jesli przyjmiemy,
ze wspotrzedne wektora przemieszczenia punktu A sa u i v , to - jak pokazano na rys. 6.7-
wspotrzedne wektoré6w dowolnie bliskich mu punktéw beda powiekszone o cztony
zawierajace jedynie pierwsze ich pochodne jesli pominigte beda cztony zawierajace wielkosci
dowolnie mate wyzszych rzedow.

Zatem odksztalcenia liniowe widkien rownolegtych do osi uktadu, zgodnie z ich definicja,
przyjma postac:

du
] ] u+—dx |—u
lim Adx  lim 0x Ju

E = —_—
T dx—>0 dx de—0 dx dx

ov
] ] v+—dy |—v
lim Ady  lim dy av

E = =
Y dy—>0dy dy—0 dy dy

Przejdzmy do wyznaczenia odksztatcen katowych y,,. Z zalozenia matych przemieszczen

wynika, ze tga=a oraz tg f=f3, a stad zgodnie z definicja odksztatcen katowych:
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v ou
v+a—dx -V u+a—dy —u 3 3
= lim (a+pf)= lim * + Y _ou . 9

dx—0 i dy—0 dx—0 i dy—0 dx dy dy Odx

Xy

Prowadzac analogiczne rozwazania w pozostalych dwodch ptaszczyznach ostatecznie
otrzymamy zwiazki wiazace odksztalcenia z przemieszczeniami w postaci:

_du _du v

o 7970y Tox

av Jdv ow

_ov o, 9y, dw 6.15
&y dy Yy az+8y (©6-15)
_dw _dw  du

£ =—0o) _ T 7%
° 9z Var dx 9Jz

Widzimy wiec, Ze znajomo$¢ pola przemieszczen konstrukcji, tj. znajomosé funkcji u(x, y, z),
v(x,v,z), w(x, y,z) pozwala poprzez proste rézniczkownie wyznaczy¢ macierz odksztalcen w

dowolnym jej punkcie. I odwrotnie - znajomos$¢ odksztatcen, poprzez catkowanie, pozwala
wyznaczy¢ pole przemieszczen, przy czym w tym przypadku musza by¢ jeszcze okreslone
kinematyczne warunki brzegowe natozone na analizowana konstrukcjg.

Roéwnania geometryczne (6.9) nazywamy rowniez réwnaniami Cauchy’ego. Sa one stuszne
przy zatozeniu, ze przemieszczenia punktéw analizowanych konstrukcji sa mate (co juz
zatozylisSmy przyjmujac zasadg zesztywnienia) 1 mate sa rowniez ich pierwsze pochodne.

To drugie ograniczenie w ogdélnie wystepujacych konstrukcjach inzynierskich jest
powszechnie spelnione co pokazuje ponizszy przyktad belki. Polska Norma Budowlana
PN-90/B-03200 ogranicza maksymalne ugigcie gtéwnej belki stropowej do wielkosci I/350.
Stad najwigksza wartos¢ pochodnej linii ugigcia wyniesie w przyblizeniu:

X w_ =1/350
> . ?)—Wzl/;%zo.OOW
X
7 U2
Rys. 6.8

6.7. Réownania nierozdzielnosci odksztalcen

Latwo mozna zauwazy¢ z réwnan geometrycznych, ze trzy odksztalcenia w ptaskim stanie
odksztatcenia:

ou v ou dv
g_x == g}’:_’ }/Xy :_+_

0x dy dy Jdx
wyrazaja si¢ poprzez dwie wspoOlrzegdne wektora przemieszczenia co wskazuje, ze
odksztalcenia sa zwiazane jaka$ zalezno$cia. Aby ja wyznaczy¢ zrézniczkujmy kazde z nich

dwukrotnie z tym, ze pierwsze wzgledem y, drugie wzgledem x , trzecie wzglgdem x1y a
nastgpnie dodajmy stronami otrzymujac w wyniku réwnanie:
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o%e, 97e, 977, (6.16)
dy?  9x? 9xdy '

ktére nazwiemy rownaniem nierozdzielnosci odksztatcen.

Jego intepretacje fizyczna obrazuje rys. 6.9. Z geometrycznej reprezentacji macierzy
odksztalcen wynika, ze w kazdym punkcie ptaskiej tarczy okresla ona deformacje dowolnie
matego jednostkowego kwadratu. Jesli odksztatcenia zadane zostang zupetnie dowolnie to nie
bedzie zachowanej ciaglosci tarczy w konfiguracji poczatkowej 1 zdeformowanej jak to
obrazuje przypadek a na rys. 6.9. Odksztalcenia spelniajace réwnania nierozdzielnosci
odksztalcen daja konfiguracje po deformacji zachowujaca ciagtos¢ tarczy jak pokazuje
przypadek b.

konfiguracja
poczqtkowa a b

H\\ |
NN R NN

Rys. 6.9

Mozna wigc powiedzie¢, ze réwnania nierozdzielnosci stanowia warunki konieczne, ktére
musza spetnia¢ funkcje aby mogty by¢ wspétrzednymi przemieszczen.
W przestrzennym stanie odksztalcenia jest szes¢ rownan nierozdzielnosci odksztatcen.

6.6. Wzgledna zmiana objetosci w punkcie

Rozwazmy przestrzenny stan odksztalcenia w punkcie, okreslony poprzez odksztatcenia
gléwne. Zatem macierz odksztatcen bedzie miata postac:

g 0 0 ;
T.=|0 & 0], 4
0 0 &

a jej graficzny obraz pokazuje rysunek obok.

Objetose dowolnie malego szescianu
reprezentujacego rozwazany punkt w
konfiguracji  poczatkowej, przedstawia si¢

nastgpujaco : - /l > 2

V=44 4.

Jego objgtos¢ po deformacji wynosi:

V=d(+e)a,(+e)4(1+e)  dlre,)

Wzgledna zmiang objgtosci w punkcie wyznacza granica:
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lim V-V

o

:Voeo v =(1+&)1+&)1+&)—1=g +& +& +EE, + .8 + & + & 8,8,

Po pominigciu iloczynéw odksztatcen jako matych wyzszego rzedu otrzymamy:
D=¢g +¢, +&

a poniewaz suma odksztatcen liniowych jest niezmiennikiem to wzgledna zmiana objgtosci w
punkcie wynosi:

D=¢g +¢,+¢, (6.19)

Wielkos$¢ D czgsto nazywana jest dylatacja.

6.8. Przyklady

Przyklad 6.8.1. Wyznaczy¢ odksztalcenia giéwne Y S

1 ich kierunki w punkcie C ptlaskiej tarczy w

ktéorym wyznaczono przy pomocy tensometrow 45°
elektrooporowych odksztatcenia liniowe

£,,€,,€& W trzech kierunkach pokazanych na rys.

Rozwiqzanie
Aby zastosowa¢ wzory (6.12) i (6.13) potrzebujemy znaé y,,. Wyznaczymy to odksztatcenie

katowe, wykorzystujac znane odksztalcenie liniowe wtokna pod katem 45 °

E.+E, E£.-€, ) . .
Epns =€ = * Y o+ Y COS(2*45 )+l}/xy Sm(2*45 )
2 2 2
E TE 1
€§ = 9 - +57xy - 7xy :285_(€x +€y)

2 2
E tTE E, —€& E . tE
€ max= : y+ . s + 6‘5— > - P
2 2 2
£, +E, £, €, ? £, +E, ?
€ nin= - + 8§_ ’
2 2 2

2 —
wa = e:—le, +e,)

- 2(‘C"y ~ € max )

B 2¢g; —(ex +€y)
’ 18 in = 2(8)7 —£ min) .

Uktady czujnikow tensometrycznych do pomiaru odksztatcen liniowych w ustalonych
kierunkach nazywamy rozetami.

Przyklad 6.8.2. Dowies¢, ze mozliwy jest stan odksztalcenia w ptaskiej tarczy gdy elementy
macierzy odksztalcen okreslaja zaleznosci

2. w2, _ 7 2. _
E,=k(x"+y"); &,=ky"; y,=2kxy
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Rozwiqzanie

Sprawdzamy réwnanie nierozdzielnosci, ktére stanowia warunki konieczne na to aby dane
funkcje mogty okresla¢ odksztatcenia.

2¢ 9%, 0°
06 08 Oy gpi0=2k
dy> 9x* Jxdy

Réwnanie nierozdzielnosci jest spetnione i mozliwy jest stan odksztalcenia okreslony
powyzszymi funkcjami.

Przyktad 6.8.3. Sprawdzi¢ czy ponizsze funkcje , moga by¢ funkcjami odksztatcen
e,=(x"+y); £,=y"; ¥,=2xy

Rozwiqzanie

Réwnanie nierozdzielnosci odksztalcen w tym przypadku daje:

%, 9d’e, 9y,

+ = — 0+0=%2
dy* 9x* 0xdy

co dowodzi, ze powyzsze funkcje nie moga by¢ funkcjami odksztatcen.
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