Adam Bodnar: Wytrzymato§¢ Materialéw. Teoria stanu napr¢zenia.

4. TEORIA STANU NAPREZENIA
4.1. Definicja naprezenia

W poprzednim rozdziale zdefiniowaliSmy sile¢ wewnetrzna w danym punkcie i przekroju.
StwierdziliSmy tez, ze dokonujac podziatu bryty na dwie cze¢éci mozemy analizowac
zachowanie si¢ tylko jednej czeSci pod warunkiem, ze do kazdego punktu przekroju
przylozymy sil¢ wewnetrznych z jaka oddzialuja na niego wszystkie punkty odrzuconej
czesci. Sily te tworza w przekroju nieskonczony uktad sit wewngtrznych, ktéry jest bardzo
wazny w analizie zachowania si¢ konstrukcji i bedzie przedmiotem szczegétowych rozwazan
w toku dalszych wyktadow.

Aby méc dokonywaé analizy uktadu sit wewngtrznych nalezy precyzyjnie zdefiniowa¢ ich
miarg ktéra nazwiemy naprgzeniem.

W tym celu rozwazmy dowolny,
pokazany na rys. 4.1, przekrdj bryty
plaszczyzna o wersorze normalnym v
przechodzaca przez dowolny punkt C
o wektorze wodzacym r. Do kazdego
punktu ptaszczyzny przekroju
przylozona jest sita wewngtrzna.
Wydzielmy wokét punktu C element
powierzchni 4A. Niech AP oznacza
sumg sit wewngetrznych przylozonych
do punktéw powierzchni AA.

Rys. 4.1

Przyjmiemy definicje:
napr¢zeniem w punkcie o wektorze wodzacym r na powierzchni przekroju o normalnej v
nazywamy wektor

— AP
= lim — . 4.1
P= AT aa @b
Fizycznie naprezenie jest gestoscia sit wewngetrznych i jak wida¢ ze wzoru (4.1) w ogdlnosci,
podobnie jak sita wewnetrzna, w bryle (konstrukcji) jest funkcja wektorowa dwoch wektoréw

, wektora wodzacego punktu r i wersora normalnego plaszczyzny przekroju v.

W ogélnoséci kierunek wektora naprezenia
jest dowolny w odniesieniu do ptaszczyzny na
ktérej wystgpuje. Mozemy go rozlozyé¢, jak
pokazuje rys. 4.2, na dwie sktadowe ktérych
kierunki sa normalne i styczne do przekroju
nazywajac je odpowiednio naprezeniem
normalnym i stycznym. Tak wigc naprezenie
normalne o to sktadowa naprgzenia
prostopadta do plaszczyzny przekroju a

naprezenie styczne 7 to sktadowa naprezenia
styczna do ptaszczyzny przekroju.

Rys. 4.2
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4.2. Stan napre¢zenia w punkcie

Stan naprezenia w punkcie to nieskonczony zbiér wektoréw naprezen przyporzadkowanych
wszystkim ptaszczyznom przecigcia bryty, przechodzacych przez ten punkt.

Moéwimy, Ze znamy stan napre¢zenia w bryle jesli znamy stan napr¢zenia w kazdym jej
punkcie.

Rozrézniamy trzy rodzaje stanéw naprgzenia w punkcie: jednoosiowy, ptaski i przestrzenny.
Jednoosiowy stan naprezenia wystepuje wowczas, gdy wektory napr¢zen przyporzadkowane
dowolnym plaszczyznom cigcia brylty w danym punkcie maja ten sam kierunek.

Plaski stan naprezenia wystgpuje wowczas, gdy wektory naprgzen przyporzadkowane
dowolnym ptaszczyznom cigcia bryly w danym punkcie leza w jednej ptaszczyznie
(ptaszczyznie stanu napr¢zenia).

Przestrzenny stan naprg¢zenia wystepuje wowczas, gdy wektory naprgzen przyporzadkowne
dowolnym ptaszczyznom cigcia brylty w danym punkcie sa w ogdlnosci rézne (majg rézne
dtugosci, kierunki i zwroty).

Kazdy z tych charakterystycznych stanéw naprezenia w punkcie, w caltej bryle moze by¢
jednorodny lub niejednorodny. Jednorodny jest wowczas gdy nie zalezy od wyboru punktu.

Z definicji stanu naprezenia w punkcie jest zrozumiale, ze jego znajomos$¢ jest nieodzowna
przy analizie tego co si¢ dzieje w danym punkcie ciala poddanego dziataniu ukiadu sit
zewngtrznych. To oznacza, 7ze musimy zna¢ wektory naprezen na kazdej dowolnej
ptaszczyznie cigcia bryly w danym punkcie a przy analizie zachowania si¢ konstrukcji w
kazdym jej punkcie.

4.3. Macierz naprezen. Graficzny obraz macierzy naprezen

Dokonajmy przekroju rozwazanej bryly w dowolnie wybranym punkcie C trzema
ptaszczyznami prostopadtymi do osi ukladu (X, Y, Z). Wektory naprezen przyporzadkowane

tym plaszczyznom cigcia oznaczymy, odpowiednio, przez ;x , ;v P . (rys. 4.3).

o @

Rys. 4.3

Kazdy z tych wektoréw naprezen mozemy roztozy¢ na trzy sktadowe rownolegte do osi
uktadu. Jak tatwo zauwazyé, zawsze jedna z tych skladowych bedzie normalna do
ptaszczyzny przecigcia a dwie pozostate beda do niej styczne. Zgodnie z rys. 4.3 mozemy
zapisac:

;x:g—x+;x}v+gxz

Py=Tu+0y+Ty 4.2)

P, =Tua+Ty+0;
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Wspdlrzedne wektoréw naprezen ;x , ;y P . oznacza¢ bedziemy podobnie jak ich sktadowe,

opuszczajac jedynie nadkreslenie i zapiszemy je w formie macierzy 7, nazywanej macierza
naprezen:

Oy Txy Xz
To=|Ty Oy Ty 4.3)
T, T, O,

Mozemy wigc powiedziec, ze:
macierz napre¢zen w punkcie to uporzadkowany zbior wspélrzednych trzech wektoréow
naprezen na plaszczyznach prostopadlych do osi ukladu wspétrzednych.

Uporzadkowany w ten sposob, ze wiersze przedstawiaja kolejne wspdirzedne, kolejnych
wektoréw napre¢zen. W wyniku takiego uporzadkowania na przekatnej macierzy znajduja sig
naprg¢zenia normalne a poza przekatna naprgzenia styczne. Jasna jest tez wymowa indekséw
przy naprezeniach. Indeks przy naprezeniu normalnym pokazuje ptaszczyzng na ktérej ono
wystepuje i do ktorej jest ono prostopadle, czyli o§ uktadu do ktdérej to naprezenie jest
rownolegte. Indeksy przy naprezeniu stycznym pokazuja: pierwszy ptaszczyzng na ktdrej ono
wystepuje, a drugi o$ ukladu do ktdrej to naprgzenie jest rownolegte.

Zatem np. o, to naprgzenie normalne na plaszczyznie prostopadlej do osi Z, a 7, to

naprezenie styczne na ptaszczyznie prostopadtej do osi Y'i réwnolegle do osi X.

Powszechnie jest stosowana i co wazniejsze jest wygodna szczegdlna umowa znakowania
elementow macierzy naprg¢zen (czyli wspétrzednych wektoréw naprgzen na ptaszczyznach
prostopadtych do osi uktadu).

Za dodatnie, w macierzy naprezen, uwazamy wspoétrzedne takich sktadowych, ktére maja:

e zwrot zgodny ze zwrotem osi do ktdrej sa rownolegte

e i zwrot normalnej zewngtrznej ptaszczyzny na ktérej one wystgpuja takze zgodny ze
zwrotem osi uktadu do ktérej ta normalna jest réwnolegta

lub jesli zaréwno skladowa jak i normalna maja zwroty przeciwne do odpowiednich osi, do

ktérych sa rownolegte.

Jest tzw. reguta podwojnej zgodnosci. W kazdym innym przypadku wspéirzedna jest ujemna.
Zgodnie z przyj¢ta umowa naprezenie normalne jest dodatnie jesli jest rozciagajace, a ujemne
jesli jest Sciskajace.

Nalezy powiedzie¢, ze macierz naprgzen w punkcie to zbidr liczb. Gdyby$Smy rozszerzyli to
pojecie na cala objgto$¢ bryly to miejsce liczb zajma funkcje wspolrzednych wektora
wodzacego dowolnego punktu obszaru bryly.

Jak si¢ wkrétce przekonamy macierz naprg¢zen w punkcie bedzie podstawa okre§lenia w nim
stanu napre¢zenia.

Dla lepszego zrozumienia oraz utrwalenia przyjetych definicji i uméw znakowania
elementéw macierzy naprezen przedstawimy jej graficzng interpretacje.

Wezmy obcigzone, pozostajace w rownowadze cialo i wybierzmy w nim dowolny punkt
materialny C (rys. 4.4).

Bedziemy go modelowa¢ za pomoca dowolnie malego szescianu, ktérego S$cianki sa
rownolegte do ptaszczyzn uktadu odniesienia.
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Rys. 4.4

Ten punkt materialny mozemy wyjac z rozwazanej bryty pod warunkiem, Ze przytozymy do
niego wszystkie sity z jakimi pozostate punkty ciala dzialaja na niego. Wielkosci tych sit
otrzymamy mnozac elementy macierzy napr¢zen pokazane na rys. 4.4 przez powierzchnie
odpowiednich §cianek szescianu. Tak wigc pokazany na rys. 4.4 szeScian pokazuje graficzny
obraz macierzy napr¢zen (wszystkie narysowane na nim skladowe macierzy naprezen sa
dodatnie) i rownoczes$nie sily z jakimi wszystkie punkty bryty dziataja na punkt C.

Z zalozenia o réwnowadze rozwaznej bryly wynika réwnowaga sil wewngtrznych
dziatajacych na punkt C.

Rozpisujac warunki réwnowagi tych sit otrzymamy zalezno$ci:

e 7 warunkéw zerowania si¢ momentéw sit wzgledem osi uktadu

Thy = Tyy
Tz = Tax 4.4)
T}‘Z = 2y
e 7z warunkéw zerowania si¢ rzutow sit na osie uktadu
ao'x+82'xy a7, 4P =0
dx dy 0z
or,, do, JT,
yx y X . p =0 4.5)

+ + ‘
dx dy 0z )
07,
aTZ’HL < +ao_Z+Pz =0
odx dy 0z

gdzie: P, P, P, wspltrzgdne sity masowej.

Réwnania (4.4) dowodza, Ze macierz naprezen jest symetryczna, a rownania rézniczkowe
(4.5) stanowia warunki konieczne ktére winny spetnia¢ funkcje trzech zmiennych aby méc
by¢ elementami macierzy naprezen. Réwnania rézniczkowe (4.5) nosza nazwe réwnan
rownowagi wewngtrznej lub réwnan Naviera 1 musza by¢ stowarzyszone ze statycznymi
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warunkami brzegowymi wigzacymi obciazenie brzegu bryly z elementami macierzy
naprezen.

4.4. Wspolrzedne wektora naprezenia na dowolnej plaszczyznie. Tensor naprezen
Wytnijmy z wngtrza bryly, bedacej w réwnowadze, nieskonczenie malty czworoscian wokoét
dowolnego punktu C, ktdérego trzy $ciany beda réwnoleglte do ptaszczyzn uktadu odniesienia
a czwarta bedzie réwnolegta do dowolnej ptaszczyzny o wersorze normalnym v(l,m,n).
Zakladajac, ze znamy macierz naprg¢zen w tym punkcie bedziemy chcieli wyznaczy¢ wektor
naprezenia ;v (pm s Pyy » pvz) na tej czwartej dowolnej ptaszczyznie (rys. 4.5).

By (Buxs Puy » Bz

Rys. 4.5

Oznaczmy pola $cianek czworoscianu odpowiednio prostopadtych do osi uktadu odniesienia
przez: AA,,AA,, AA,, a pole czwartej przez AA. Poniewaz wspotrzedne wersora

normalnego czwartej dowolnie nachylonej scianki czworoscianu
I=cos(v,X), m=cos(v,Y), n=cos(v,Z) to miedzy polami powierzchni $cianek czworo$cianu
zachodza zaleznoSci:

AA, = 4A1, AA =AAm, AA =AAn.

Tilda ,,~” nad naprg¢zeniami na rys. 4.5 oznacza $rednia warto$¢ naprezen na powierzchni

$cianki czworoS$cianu.
Warunki réwnowagi sit dziatajacych na wycigty czworoscian daja réwnania:

!
1

YX=0-p,44=6 A +T, A +T, A, > P =6 [+, m+T n

yx x

1§
1§

+
Q
3

+ n

DY=0-Pp,A=F A +& A +T M —p =T [+& m+7,

Y Z=0->p, =T A +T A +G, M, > P =T I1+T, m+& n

Po wykonaniu przej$cia granicznego z bokami czworoscianu do zera z zachowaniem
nachylenia czwartej Scianki w powyzszych réwnaniach w miejsce $rednich wartosci
wspoélrzednych naprezen otrzymujemy wartosci w rozwazanym punkcie i po wykorzystaniu
symetrii macierzy naprezen otrzymujemy zaleznosci wiazace jej wspotrzedne ze
wspoéirzednymi wektora naprezenia:
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P =0, l+7 ,m+7 n
P =Ty lto,m+z, n (4.6)
p vz=1'le+rzy m+o,n

Roéwnania (4.6) dowodza, ze:

macierz napr¢zen w danym punkcie okresla w nim stan naprg¢zenia gdyz znajomos$¢ jej
elementow pozwala na wyznaczenie wspotrzednych wektora napr¢zenia na dowolnej
ptaszczyznie przechodzacej przez ten punkt.

Réwnania (4.6) mozemy zapisaé jeszcze w innej zwartej macierzowej formie:

_ B Pyx Oy Ty Ty !
p,=Tsv — Pw |=| Ty Oy Ty ||m 4.7
Py; Ty sz o, n

Powyzsze rownania pokazuja, ze w wyniku mnozenia macierzy naprezen T, przez wektor v

otrzymujemy wektor naprezenia ;v .

Mozemy tez to sformutowac bardziej
formalnie, Zze macierz naprgzen w
punkcie  jest  wielkoscig,  ktéra
dowolnemu kierunkowi v- normalna
do ptaszczyzny przecigcia bryly w tym
punkcie, przyporzadkowuje wektor
;v - wektor naprgzenia na tej

plaszczyznie (rys. 4.6). Y
X Rys. 4.6

To wyzej powiedziane stanowi dowdd na to, ze macierz naprgzen jest tensorem drugiego
rzedu co oznacza, ze jej elementy transformuja si¢ przy zmianie uktadu odniesienia w pewien
scisle okreslony spos6b zwany prawem transformacji tensora.

Majac wspétrzedne wektora naprezenia, na
dowolnej plaszczyznie, pv(pm,pvy, pvz)

okreslone w wyjéciowym  ukladzie
wspotrzednych, tatwo mozemy wyznaczy¢
jego wspotrzedne odniesione do uktadu
zwigzanego z ta plaszczyzna, wyznaczonego
przez  ortonormalna  tréjk¢ = wersoréw

v(l,m,n), Sl mym),  nlly,my,ny). 7
Pierwszy z tych wersoréw jest normalny do
ptaszczyzny a dwa pozostale sa do niej
styczne (rys.4.7). X %

Rys.4.7
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Zaczniemy od roztozenia wektora ;v na trzy sktadowe (rys.4.7)

D, =0y +Tos +Tug, (4.8)

z ktérych o, to naprezenie normalne do ptaszczyzny a dwie pozostate *_rvse i ;vn sa do niej
styczne i réwnolegte do wersoréw & i 77, a ich suma przedstawia catkowite naprezenie
styczne:

Ty = 'Z'vs‘ + TV77 .

Wspodtrzedne wektora ;v w ukladzie odniesienia wyznaczonym przez trojk¢ wersorow
(v,&,77), oznaczymy tak jak jego sktadowe opuszczajac jedynie nadkreslenie. Otrzymamy je

mnozac skalamie;v przez odpowiednie wersory (bo to rzuty wektora na o$) i tak:

O,=Vp,, T,e=6P,, Typ=VPy,. 4.9)

Uwzgledniajac w ( 4.9 ) zwiazki ( 4.7) otrzymujemy zaleznoSci:

Oy xy Xz l
o, =(l, mn) Ty Oy Ty ||ml, (4.10)
Ty Ty O, )\
Oy Xy Xz l
(2 =y, my,n,) Ty Oy Ty ||m|s (4.11)
x sz O-z n

Ty =, mym)lz, o, 7, |m (4.12)

T sz o, n

ktére sa konsekwencja tego, ze macierz naprezen jest tensorem.

Macierzowy zapis tych powyzszych zaleznos$ci jest bardzo wygodny w obliczeniach
zwlaszcza gdy korzystamy z ogélnie dostgpnych profesjonalnych kalkulacyjnych programéw
komputerowych np. typu Excel czy Madcad.

4.5. Statyczne warunki brzegowe

Z rozwazanej na rys. 4.5 bryly w réwnowadze wytnijmy przy jej brzegu elementarny
czworoscian ktorego trzy $ciany beda rownolegte do ptaszczyzn uktadu odniesienia a czwarta
bedzie zawierata element powierzchni zewngtrznej A S o wersorze normalnym zewngtrznym

;(l,m,n).
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g, G vy . d,.)

Rys. 4.8

Analizujac, analogicznie jak w punkcie poprzednim, warunki réwnowagi tak wycigtego
czworoscianu otrzymujemy zalezno$ci wiazace wspélrzedne obcigZzenia bryty

q, (qvx 2y ,qu) w rozwazanym punkcie brzegowym ze wspotrzednymi macierzy naprezen w
tym punkcie:

g =0, l+7,,m+7, n

q =Ty l+to,m+7,. n (4.13)
q,,=T, l+T,m+o, n

Réwnania (4.13) nosza nazwe statycznych warunkéw brzegowych i jak juz wspomniano sa
niezbedne przy rozwigzywaniu réwnan rozniczkowych Naviera.

Statyczne warunki brzegowe (4.13) cho¢ bardzo podobne do réwnan (4.6), merytorycznie
r6znig si¢ zasadniczo. Przede wszystkim lewe strony (4.13) sa znane (bo to zadane obcigzenie
brzegu bryly) w przeciwienstwie do réwnan (4.6) w ktérych lewe strony to poszukiwane
wspoélrzedne naprezenia na zadanej dowolnej plaszczyznie.

4.6. Przyklady

Przyklad 4.6.1. Narysowac¢ graficzne obrazy danych macierzy napre¢zen i okresli¢ jaki stan
naprezenia reprezentuja.

Rozwiqzanie
4
<2
!_' 2
<=
-1 5 -3 A3 A 6
T,=| 5 6 -2|MPa 9% N
7 N
-3 -2 4 .
=N
X Y _>1/
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30 -2 I
3 3
7=l 0 0 0 |MPa > §

o
-2 0 -4

Réwnania (4.6) rozstrzygaja o tym, Ze pierwsza macierz reprezentuje przestrzenny stan
naprezenia, druga ptaski stan, ktérego ptaszczyzna naprezenia jest plaszczyzna (X, Z), a stan
naprezenia okre§lony trzecia macierza jest jednoosiowy.

Przyklad 4.6.2. W punkcie w ktérym panuje stan naprgzenia okreslony macierza naprezenia

-100 50 60
T,=| 50 200 -20|MPa
60 —-20 100
wyznaczyc:

a/ wspotrzedne wektora naprezenia na plaszczyznie o wersorze normalnym \_z(l/ 2, 1/ 2, 1/ V2 ),
b/ dtugo$¢ wektora naprg¢zenia normalnego o, 1 stycznego 7, na tej ptaszczyznie,
¢/ wspétrzedne wektora naprezenia normalnego stycznego na tej ptaszczyznie.

Rozwiqzanie

Wspdirzedne wektora naprezenia wyznaczamy z zaleznoSci:

_ _ pV.)C O-.)C T.)Cy T.XZ l
p,=Tsv — Puy |5 Ty Oy Ty ||m
Py, To Ty Oy n

P =0,1+7,,m+7,, n:—loo*%+50*%+60*L:17.426 MPa

V2

36



Adam Bodnar: Wytrzymato§¢ Materialéw. Teoria stanu napr¢zenia.

1 1 1
Py =Ty l+to,m+7, n=50*5+ 200*5—20*5:110.858 MPa

1 1 1
pvzszxl+T},zm+O'z n=60*5 —20*E+100*E=90711MP3

Naprezenie normalne

G, =p, V=P l+py mtp,, n=17.426*%+110.858*%+ 90.711%— = 128.284MPa

V2

Dlugos¢ wektora naprezenia stycznego

2 2 2 2 2
py=0,+17, — Tv=va -0,

P = Doy Pux + Poy Puy + Pyz Py =20821.647 (MPa)’, o =128.284% =16456.785 (MPa)’
T, =4 py — 0y =4/20821.647 —16456.785 = 66.067 MPa

Poniewaz o, =0, v, to wspolrzedne wektora naprg¢zenia normalnego oy (O'W O\ys O'vz) sa

128.284 ~64.142MPa, o, =0, m=128.284

rowne: o, =0, 1= =64.142MPa,

o o 128284
)4 v \/E

Z zaleznosci ;v =0, +7,, wynika, Ze wspélrzedne wektora naprezenia stycznego

Ty (Tvx, rvy,rvz) maja wartosci: 7, =p, —0, =—3.787-53.536=-57.323 MPa

T, =Py —0C,, =110.858-53.536= 57.322MPa, 7,. = p,. —0,. =75.711-75.710=0.001 MPa.

=90.710 MPa.

vXx

Przyklad 4.6.3. Brzeg tarczy kotowej o promieniu R obcigzony jest na calym swym
obwodzie obcigzeniem normalnym o stalej gestosci ¢. Napisa¢ statyczne warunki brzegowe
dla tej tarczy.

v(l,m) Réwnanie brzegu tarczy:
f(x,y)=0 - x4 y2 -R*=0

Rozwiqzanie

Wspdirzedne wersora normalnego do brzegu:

l= of Jox : - l:2x/\/(2x)2+(2y)2:x/R

J@r fax)? + (@7 /ay)
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m= F /o S m=2y/xP+@2yF =y/R

V(0F /ax)? + (o /3y )’

Statyczne warunki brzegowe

‘_Iv =T, v

=0, l+7,m — —ql=0,l+7,,m

Gy =Tyl+to,m — —qgm=t,l+0,m

1 ostatecznie

—qX=0,Xx+7Ty,y

—qy=TyuXx+0,y

gdzie o,,0,,7,, sa elementami tensora napr¢zen na brzegu tarczy, sa wige funkcjami jedne;j
zmienne;j.

Przyklad 4.6.4. Wyznaczy¢ obciazenie pokazanej tarczy spetniajace warunki réwnowagi i

statyczne warunki brzegowe, jesli stan napre¢zenia w jej punktach okres§laja zaleznosci
o,=12xy, 0,=6x, 7,,=-12

Y
A
2
12xy. —12
T T, = Y
3m 12, 6x
l ] ‘X
0 "

Rozwiqzanie

Obciazenie tarczy stanowig sity masowe i sily przytozone na jej brzegach.
Sity masowe wyznaczymy z réwnan Naviera (sa to rOwnania réwnowagi wewngtrznej ale i
warunki konieczne na to aby podane funkcje naprg¢zen byty wspétrzednymi tensora naprezen).

do, OT,
Ty 24P =0

dx dy {12y+Px=O {Px=—12y
- _ - _

E)z'yx+80'y+Py: P, =0 P, =0

0x dy

Obciazenia brzegdéw tarczy wyznaczymy ze statycznych warunkéw brzegowych.

qvx=0'xl+2'xym
qu=z'yxl+0'ym

38



Adam Bodnar: Wytrzymato§¢ Materialéw. Teoria stanu napr¢zenia.

Brzeg 0-1; Brzeg 0-2;
Réwnanie brzegu : y=0 Réwnanie brzegu : x=0
[=0, m=-1 [I=-1, m=0
Gu=—12%(=1) =12 G =12xy*(=1) =0
Gy =06x*(-1) =—6x gy =—12%(-1) =12
Brzeg 1-2; X | G | 9w
Réwnanie brzegu : y =—0.75x+3 0 |96|-72
[=cos(v,X )=0.6, m=cos(v,Y )=0.8 1 66 | 24
=12xy*0.6-12*%0.8 =7.2xy—-9.6= :
Do =222y Y 2 [120] 24
=-54x> +21.6x-9.6 3 66 72
gy =—12%0.6 +6x*08=48x-7.2 4 1961120
9'6 T}7-2/
6.6 q v \ 4w
12.0 ;
6.6 ! 12.0
> 5 > > > 9.6 12.0
12.0 24.0

Sprawdzenie réwnowagi obliczonych sit dziatajacych na tarcze.

Sx=0; Y quxds+”deA=0
(K) A

:4[12dx+ j(—5.4x2 +21.6x-9.6) ds + [[(-12y)dxdy=0
0 -2)

(1
Yr=0; Y [a,ds+ [P, da=0
(K) A

4 3
J.—6xdx+J.12dy+ f(4.8x—7.2)ds =0
0 0 (1-2)

ZMO:O; ZJ.(xQVy_yqvx)ds+J.J'(xPy_ny)dA:0
(k)

A
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