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2. CHARAKTERYSTYKI GEOMETRYCZNE FIGUR PLASKICH
2.1. Definicje podstawowych charakterystyk geometrycznych

Podczas zaj¢¢ z wytrzymatosci materiatow spotkamy si¢ z nastgpujacymi charakterystykami
geometrycznymi figur ptaskich:

pole powierzchni figury,

moment statyczny figury wzgledem danej osi,

moment bezwtadnosci figury wzgledem danej osi,

moment dewiacji (odsrodkowy) wzgledem danych osi,

biegunowy moment bezwtadnosci,

promien bezwtadnosci,

wskaznik wytrzymatosci,

rdzen przekroju.

Omoéwimy teraz pierwszych szes$¢, pozostate w toku dalszych wyktadow i ¢wiczen.
Rozwazmy figur¢ plaska, pokazana na rys.2.1, stanowiaca obszar A, okreSlony w
kartezjanskim uktadzie osi ( X, Y)

AKY

_

Rys. 2.1

Polem powierzchni tej figury nazywamy:
A=[[aa 1 (>0
Mom/;ntem statycznym figury ptaskiej o polu A wzgledem osi X nazywamy :
S, =[[yaa '] (>, = <0).
Momeiltem statycznym figury ptaskiej o polu A wzgledem osi Y nazywamy :
S,=[[xaa 1 (>, = <o)

A

Obliczamy momenty statyczne tej figury wzgledem nowych osi (Xj, Y;) przesunigtych o a i b
wzgledem osi (X, Y). Poniewaz:

yy=y-b i x=x-a,
to:
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Sy =J'j yldA=” (y—b)dA=S,-bA,
A A

Syl=_[{fx1dA=_[;f(x—a)dA=Sy—aA.

S, =S,—bA, S, =5 —aA 2.1)

gdzie: a i b wspétrzedne poczatku nowego uktadu w starym.

Postawmy teraz takie zadanie: majac osie (X,Y) znale$¢ polozenie nowych osi (X.Y.)
wzgledem ktérych momenty statyczne beda rowne zero.

Z rownania (2.1) tatwo otrzymujemy wspoétrzedne poczatku nowego uktadu osi (X, Y.)
wzgledem ktérych momenty statyczne sa rowne zero:

o=ty =k 22)

Punkt C o wspétrzednych okreslonych wzorami (2.2) nazywac¢ bedziemy srodkiem cig¢zkosci
figury ptaskiej, a osie, ktére przechodza przez S$rodek cigzkosci nazywamy osiami
centralnymi.

Osie centralne figury plaskiej to osie wzglgdem ktérych jej momenty statyczne sa réwne zero.
Wzory (2.2) pozwalaja wyznaczy¢ moment A Z

statyczny figury wzgledem dowolnej osi, bez
koniecznosci catkowania, jesli tylko znamy
jej pole powierzchni A i polozenie jej srodka
ciezkosci C.

%%}
Il

hA

Zdefiniujemy teraz kolejno momenty bezwladnos$ci, moment dewiacji i biegunowy moment
bezwtadnosci.

AY, 4 Y

A
A

0 - X
© i -
b X,
< ) >
Rys. 2.2

Momentem bezwtadnosci figury plaskiej o polu A (rys.2.2) wzgledem osi X nazywamy:
J.=[[yraa 1 (>0
A

Momentem bezwtadnosci figury plaskiej o polu A wzgledem osi Y nazywamy:

J,=[[xaa '] (>0
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Momentem dewiacji figury ptaskiej o polu A wzgledem uktadu osi (X,Y) nazywamy:
Jo=[[waa ' (> = <0
A

Biegunowym momentem bezwladnosci figury ptaskiej o polu A wzgledem bieguna O nazy-
wamy:

Jo=[[p?ar 'l (>0

Poniewaz: ,02 =x*+ yz, to fatwo zobaczy¢, ze: J,=J +J y €O pozwala stwierdzi¢, ze:

biegunowy moment bezwladnosci wzgledem dowolnego punktu rowna si¢ sumie
momentéw bezwladnosci wzgledem dwoch do siebie prostopadlych osi przechodzacych
przez ten punkt.

Obliczmy momenty bezwtadnosci i dewiacji tej figury wzgledem nowych osi (X;, Y))
przesuni¢tych o a i b wzgledem osi (X, Y). Poniewaz:

v =y+b i x=x+a, to:

. :” 32 dA:” (v +b)? dA:” (2 +26y + b2 )aa= 7, +2b5, +1%4,
A A A
Jy1 =” x12 dA:” (x+a)2 dA=” (x2 +2ax+az)dA=Jy +2a8, +a’A,
A A A
T :” Xy, dA:”(x+a)(y +b)dA=J,, +aS, +bS,, +abA.
A A

Jesli stare osie (X,Y) sa osiami centralnymi to §,=0 oraz S,=0 i otrzymujemy wzory

stanowigce tre$¢ twierdzenia Steinera:

Ja=J+bA

Jy=J,+a* A (2.3)
‘]xlyl = ‘]xcyc +abA

gdzie: J,.,J,..J .. , momenty bezwiadnosci i dewiacji wzgledem osi centralnych zgodnie

rownolegtych z osiami (X},Y)), aib wspéirzedne srodka cigzkosci figury w uktadzie (X, Y)).

Wyznaczymy teraz momenty bezwladnosci i dewiacji wzgledem uktadu osi (& 77) obréconego
wzgledem poczatku uktadu (X,Y) o kat ¢ jak to pokazane jest narys.2.3 .

v <
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Latwo zobaczy¢, ze wspotrzedne punktu w nowym ukladzie zwiazane sa ze wspotrzednymi w
starym uktadzie poprzez zaleznosci:

E=xcosa+ysin@, n=—xsina+ ycosa,

co mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
4 cosa, sina\(x
n —sine, cosa\y)’

cos¢, sino

gdzie: (

wspotrzedne wersoréw kierunkowych nowych osi w starym uktadzie.

. - macierz przejscia od uktadu starego do nowego, jej wiersze to
—sin, cos«

Zgodnie z definicjami momentéw bezwladnosci i dewiacji otrzymujemy:

2
J;z”?]z dA=” (—xsina+ ycosa) dA =J, cos? a+J, sinza'—Zny sinxcos«,
A A

J”:”é‘z dA:” (xcos05+ysin05)2 dA = J, sin? a+lJ, cos? a+2J, sinacose,
A A

Jen :HéﬂdAz ” (xcosar + ysina) (- xsina+ ycosa)dA=
A A

_ 2 .2 . .
=Jycos"a— J, sin“a+J, sinacosa — J sinacoscxr.

Po wykorzystaniu zaleznoS$ci trygonometrycznych:
sin2a = 2sinacos o, cos2a = cos’ & — sin” o,
cos> a = (1+cos2a)/2, sin? & =(1—-cos2a)/2,

mamy ostatecznie:

Jo+J, T, )
£= + c0s2a'—nyszn2a',
2
Jo+d, T, )
Jp= 5 - 5 cos2a + Sy sin 20, 2.4)
Jo—Jy .
Jey = Tszn2af+ J,y cos2a.

Warto zapamigtac te zaleznosci. Wzory o identycznej strukturze jeszcze nie raz pojawia si¢ w
wytrzymatosci materiatow.
Bez trudu mozna stwierdzi¢, ze:

Jetdy=J.+J,,

czyli, ze suma momentéw bezwtadnosci figury plaskiej wzglegdem dwoéch dowolnych ale
prostopadtych do siebie osi 0 wspdlnym poczatku jest wielkoscia stala i co mozemy dodac
rowna sig jej biegunowemu momentowi bezwladnosci wzgledem punktu poczatkowego.
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2.2. Gléwne osie i momenty bezwladnoSci

Postawimy, teraz wazne pytanie: o jaki kat & nalezy obréci¢ uktad osi (X,Y) aby momenty
bezwtadnosci w nowym ukladzie osiagnety wartosci ekstremalne.

Jest to proste zadanie poszukiwania ekstremum funkcji jednej zmienne;j.

Warunki zerowania sig pochodnych momentow bezwtadnosci J:i J, wzgledem kata o

d]g Jo=Jy .

==-2 s1n2a—2]xycos2a:0,
da 2
dJn Jo=Jy .

=2 sm2a+2]xycos2a:0,
da 2

daja jedno réwnanie:

J.—1J,

sin2a + J,, cos2a=0.

Z powyzszego réwnania, ktérego lewa strona to moment dewiacji J;, wzgledem nowych osi

otrzymujemy:
2J,, 2J
tg2a = = - a:larctg Y 4n (2.5)
Jy—=J, 2 Jy=J, 2

co dowodzi, ze osie wzgledem ktérych momenty bezwiadno$ci osiagaja wartosci ekstremalne,
a moment dewiacji jest rowny zero sa do siebie prostopadie. Tworza one uktad osi, ktéry
nazywac bedziemy uktadem gtéwnych osi bezwladnosci. Zatem:

gléwne osie bezwladnosci figury plaskiej w dowolnym punkcie to dwie prostopadle osie
wzgledem ktérych jej moment dewiacji jest rowny zero a momenty bezwladnos$ci sa
ekstremalne (gléwne momenty bezwladnosci).

Policzmy warto$ci gtdéwnych momentéw bezwtadnosci.

Wykorzystujac wzory trygonometryczne:

tg2a 7 cos2a = !

+ 11220 +.1+tg? 2

w ktorych za tg2a wstawiamy wzor (2.5), podstawiamy je do wzor6w na Jgoraz J, i

sin2a =

otrzymujemy:
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J:Jx+inJx—Jy 1 7, tg2a :Jx+in
2 2 \/1+tg2 2a \/1+tg2 2a 2
2
i ‘]x_‘]y (J}'_JX) + 2ny (J)’_JX)Z —

9

2 JU, =g Prary T -0 Prad?,

2 2
et dy 1| =g Pean) =Jx+Jy+\/(Jx—Jy] e

2 2\, -0 Prasd 2 2 ?

co ostatecznie zapiszemy w postaci:

P I\ ) 06
max 1 2 9 Xy
J.+J J.-J,Y
‘Imin:‘]2: - L - * +J)%),
2 2

Wz6r (2.5) podaje jedynie kat transformacji uktadu wyjsciowego do uktadu gtéwnych osi
bezwtadno$ci nie okreslajac jednak, ktérej osi odpowiada Jnux a ktore] Jyin - MozZna
wyprowadzi¢ zaleznos$ci podajace potozenie tych osi; przedstawiaja si¢ one nastgpujaco:
J o J o
g =18 :—}; gy, =tga, =——=2
Ty = max J,—J

y min

2.7)

We wzorach (2.7) omax 0znacza kat o jaki nalezy

obrécic¢ os X do pokrycia sig z gtdwna osia Y umowa znakow
bezwtadnosci wzgledem ktérej moment bezwtadnosci a>0
jest maksymalny. Analogicznie definiujemy kat Gin. X

»
»

W wytrzymatosci materiatow interesowa¢ nas bedzie przede wszystkim potozenie tzw.

gléwnych centralnych osi bezwtadnos$ci rozwazanej figury tj. osi gtéwnych poprowadzonych

przez jej srodek cigzkosci.

Wzgledem tych osi zeruja si¢ momenty statyczne, bo sa one osiami centralnymi oraz moment

dewiacji, bo sa one osiami gléwnymi.

Momenty bezwladnosci wzgledem tych osi nazywaé bedziemy gléwnymi centralnymi

momentami bezwladnosci.

Na koniec kilka waznych uwag praktycznych:

e jezeli figura posiada o$ symetrii, to jest ona jedna z jej gtéwnych centralnych osi
bezwtadnosci,

e jezeli figura posiada dwie osie symetrii, to sa one jej gléwnymi centralnymi osiami
bezwtadnosci,

® przy obliczaniu momentéw statycznych, bezwladnosci i dewiacji warto korzysta¢ z
wlasnosci addytywnosci catki podwdjnej (réwna si¢ ona sumie calek po obszarach
czgsciowych) 1 podzieli¢ rozwazang figur¢ na czegsci, ktorych obliczane momenty oraz
polozenie srodkéw cigzkosci znamy, a nastgpnie zesumowac te czgsciowe wyniki.
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Warto wigc zna¢ 1 pamigta¢ charakterystyki geometryczne kilku podstawowych figur
ptaskich.

A

Y AY
3
o \ L
hi2 Jo=—F+ 36
12 2h/3 3
X hb
Jy=— [ Y36
hi2 ~ 12 W3 B b2 2
J =0 Jy=-
72
D2, 02
Y 4
Tt J. =0.11r
Ja= 4 rrt
J, = _
y 4 ny—O
Jy =0
J . =0.0549 r*
J, =0.0549 r*

J . =—00165r*

Promieniem bezwladnosci figury ptaskiej o polu A wzgledem dowolnej osi Z nazywamy
warto$¢ dodatnia:

J
i,= 72 [m]
2.3. Przykiady
Przyklad 2.3.1. Wyznaczy¢ gtéwne centralne osie i momenty bezwladnosci danej figury
ptaskie;j. Y, o  a Ye 2

}‘ 6 < 3 H% 2 ﬂ min

wymiary w [cm]

Oopin =33° 117

‘<—w—>k—w4ﬁ
a

| x
0.997 L—»

Ohnax = 56° 49

max




Adam Bodnar: Wytrzymato$¢ Materiatow. Charakterystyki geometryczne figur ptaskich.

Rozwiqzanie

Podzielimy figurg na trzy czesci: trojkat, prostokat i potkole.

Potozenie srodka ciezkosci:

A=05%6%3+3%6+0.5%7%22=33.283 sz,
Sxo=0.5"‘6"‘3”‘1+3*6"‘3+O.5”‘7r"‘22 *4=88.133 Cm3,
S,0=0.5%6%3%(=2)+3%6%1.5+0.5%x*2% *(3+4/3%2/7)=33.183 cm’,

Syo 33.183

_0997cm, y, =>w0 _ 88133

. ¢ =2.648 cm .
A 33.283 A 33283

Momenty bezwladnosci 1 dewiacji wzgledem osi centralnych:

JXC=632 +%*3*6*(—1.648)2+3 6 +3*6*0.3522+%+” 2" 13522 =102.942 e,

% (3 %133
JyC:3 6 +l*3*6*(—2.997)2+u+3*6*0.5032+0.11*24+

36 2 12

x%22 (4%2 ? 4

+ x +2.003| =169.753 cm?”,

2 3*rxw
6% 3% 1

J

wye ST 36 (—1.648)(—2.997)+3#6*0.352*0.503 +

7 * 2?2 4% 2

*1.352 *(
3* 1

+ 2.003 j = 76.364 cm®.

Gtéwne centralne osie i momenty bezwtadnosci:

2
J.+J Joo = J 102.942 +169.753
_ Ve yc xc ye 2 _
‘Imax - 2 + \/ ( 7 ] + ‘Ixcyc - 2 +

+\/ (102.942—169.753
2

2
j +76.364> = 136.347 + 83.351 = 219.698 cm®,

2
J o = ch + ch _ ch - ch " J2 . 102.942 +169.753 _
min 2 2 xcyc 7

_\/ (102.942—169.753

2
: j +76.364% = 136.347 — 83.351 = 52.996 cm®,

J Ve . o !
18, =————= 76.364 =-1529 - a,,=-56°49,
Jye = pax  169.753—-219.698

S veye 76.364
tga, . = =

in = = =0.654 — a,, =3311.
Jye = in  169.753-52.996
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Sprawdzenia:

J o+, =102.942 +169.753 = 272.695 cm’,
Ty +J 0 =219.698 +52.996 = 272.694 cm®,

| @ | +| Wi | = 58749 +33°11 = 90°.

min |

Przyklad 2.3.2. Wyznaczy¢ gtéwne centralne osie i momenty bezwtadnosci uktadu stalowych
ksztaltownikéw walcowanych.

A A
Y rYe Y,

wymiary w [cm] 4173 "<« 6817 — ¥

|<7 10.01 ’!‘ﬁ 4.99 —’|<— 6.00 —’I‘— 6.00 —'I

Rozwiqzanie

Dane z tablic profili walcowanych:

77 A Y
Ay wymiary w [cm] a
j IOI)l A=232cm’
X | A=142cm’ J § | J,=532 sz
J, =328 cm® Jy=145cm
6 J, =215 cm* I / J, =88 cm*
4 4.99 X | tg a=0.366
v
5.8
2.03¢—>e6.079
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Obliczenie momentu dewiacji katownika wzgledem osi wtasnych w oparciu o dane z tablic:

o

N e AV Ay o )
Jy _ Jmax Xy max \Yy max

tg amax =

aJ, =J

osie (&, 77) to gtéwne centralne osie katownika, przy czym J. =J,, a J, =J . , zatem:

‘Ix+‘]y:‘]max+‘]min - ‘Imax:‘lx+‘]y_‘]min ’

Iy
J,=J

y max

(g Xpax = %ny:tgamax (Jy_‘]max):tgamax[']y_(]x+']y_Jmin)]’

J, =tgals,-J,)=0366(88 - 532)=-162.504 cm".
Potozenie srodka cigzkosci catego uktadu ksztattownikow:
A=232+142=37.40 cm’,

S, =14.2%4.93 =70.006cm’,

S, =14.2%10.99 =156.058 cm’,

y1=

Sy
S 156058 on o _Sa _ 70.006

. . =1.872 cm.
A 37.4 A 37.4

Momenty bezwladnosci 1 dewiacji wzgledem osi centralnych:
J .. =145+232%(=1.872)* +215+14.2%3.058% =574.091 cm”,
J e =532+232%(-4.173)" +328+14.2%6.817% =1923.898 cm’,
T yeye =—162.504 +23.2%(—4.173)* (—1.872 )+ 14.2%6.817 *3.058 =314.750 cm®.

Gtéwne centralne osie i momenty bezwtadnosci:

574.091 +1923.898 \/ (574.091 —1923.898
Jl = Jmax = +

2 2
= 1248.994 + 744.689 =1993.683 cm4,

2
j +314.750% =

Jy=1J

_574.091+1923.898 \/ (574.091 —1923.898

2
in = +314.750° =
2 2

= 1248.994 — 744.689 = 504.305 cm”,

314.750
tga,=tga,

S =-4510 —» a,=-771"30,
1923.898-1993.683

10 =180 =0 0320 5 g, =12730'.
1923898504305

Sprawdzenia:

J o +J o =574.091+1923.898 = 2497.989 cm’,
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J, +J,=1993.683 + 504.305 = 2497.988 cm*,

|, | +|er, |=77730 +12°30 = 90°.

Przyktad 2.3.3. Latwo mozna sprawdzi¢, ze moment bezwtadnosci wzgledem dowolnej osi
przechodzacej przez $rodek cigzkosci kwadratu o boku a wynosi a* /12.

To spostrzezenie bardzo utatwi wyznaczenie gtdwnych centralnych momentéw bezwtadnosci
nizej pokazanych figur ptaskich o dwoch osiach symetrii.

e a a

(2a)* 2a* _14a* 2a)* a* 154*

T 2 12 Ji= 2 12 12
4 4
JZ:ZL (a\/E) a*  5a*
12 Jy=tm e =
12 12 12

Przyklad 2.3.4. Wyznaczy¢ gtéwne osie bezwladnosci przechodzace przez wierzchotek
trojkata i momenty bezwtadnos$ci wzgledem tych osi.

1
0 =19°02 X
T o, =70° 58

6 .
L wymiary w [cm]
2

)

!
|

Rozwiqzanie

Prowadzimy uktad dwdéch prostopadtych do siebie osi (X, Y) przechodzacych przez
wierzchotek tréjkata.

Obliczamy momenty bezwadnosci i dewiacji wzgledem tych osi.
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4% 6>

X

6% 4°

J =216cm4,J T =32cm*.

y

Przy obliczaniu szbh3/4, wykorzystano wzor na moment bezwladnosci tréjkata
prostokatnego wzgledem osi przechodzacej przez jego wierzchotek i rownolegtej do jego
podstawy. Przy obliczaniu J, = bh* / 12, wykorzystano wzor na moment bezwtadnosci tréjkata

prostokatnego wzgledem osi przechodzacej przez jego podstawe.

W obu wzorach, ktérych wyprowadzenie przy wykorzystaniu twierdzenia Steinera jest bardzo
proste, A jest wymiarem tego boku trdjkata, ktory jest prostopadly do osi wzgledem ktorej
liczymy moment bezwtadnosci.

2 w2
Xy__4 6 +l*4*6*f*0¢0=—72cnﬁ.
72 2 3

Gtéwne momenty i osie bezwtadnosci przechodzace przez wierzchotek tréjkata:

2 2
Jo+d, (.-, -
gt dy | g 2210432 J1216732) o) _ 40,805 em?,
1 2 w 2 2

2
2 2
J. +J J.-J _
Jy= T T e 210432 216232 0 g 495 o,
2 2 Y 2 2
J ., _
g =—>"—= 2 _0345 - a,=19°02 ,
J,—J, 32-240.825
J, -72 ,
gty =—> =-2900 — @,=-70°58 .

J,—J, 32-7.175

Bardzo wazne przypomnienie. W kazdym punkcie ptaszczyzny w ktorej dana jest figura
mozna wyznaczy¢ dwie wzajemnie do siebie prostopadle osie wzgledem ktérych moment
dewiacji bgdzie réwny zero a momenty bezwladnosci beda ekstremalne. Osie te nazywaja sig
osiami gtéwnymi i tylko gléwnymi.

Osie gléwne wyznaczone w srodku cigzkosci figury sa osiami gléwnymi centralnymi. Ich
wlasnos$cia jest zerowanie si¢ momentéw statycznych (bo to osie centralne) oraz zerowanie
si¢ momentu dewiacji 1 osiaganie ekstremalnych warto§ci momentow bezwladnosci (bo to
osie gtéwne).

Przyktad 2.3.5. Wyznaczy¢ momenty bezwiadnosci J, 1 J, oraz moment dewiacji Jg,

wzgledem osi przechodzacych przez punkt K dla danej nizej figury ptaskie;j.

wymiary w [cm]
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Rozwiqzanie
Nalezy zastosowac¢ wzory transformacyjne (2.4).

Momenty bezwtadnosci i dewiacji wzgledem osi (X, Y):

Q3 %123
]:69 2%3

N - =346.500cm” ,
12

% 3 %93
5 _9%6 _[[3 2 iowgx(s) ]:334.000 cm*,

Y4 12

2 %02 ]
Jo=| - +l*6*9*(—4)*3 —[0+2%3%(=5)*1.5]=-319.500 cm®.
w 72 2

Momenty bezwtadnosci i dewiacji wzgledem osi (& 7):
J.+J J.—=J
Je= SRR AR ycos(—60°)—]
2 2
_346.0+334.0 N 346.5-334.0
2 2
J.+J J,.—J 3 ) 3
n= 7 S 7 * cos (120 )— J 4y sin (120 ):
346.0+334.0  346.5-334.0
= —+ (

2 2

sin (— 60° )=

xy

£0.5+319.5%(~0.866)=66.680 cm* ,

J

~0.5)+319.5%0.866 =613.820 cm”,

Jy=J _
Tep = x2 ~ sin (—60°)+ny cos (—60°):w*(—0.866)—319.5*0.5=—165.162 cm”,

Sprawdzenie:

J,+J,=346.500 + 334.000 = 680.500 cm’

Jz+J,=66.680+613.820=680.500 cm*
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